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Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Ðåíîðìãðóïïîâîé (ÐÃ) ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñíîâíûì èíñòðóìåí-

òîì èññëåäîâàíèÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ II ðîäà è êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé, à òàêæå çà-

äà÷ íåðàâíîâåñíîé íåëèíåéíîé ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè. Îí ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü

êðèòè÷åñêèé ñêåéëèíã è ðàññ÷èòàòü ïàðàìåòðû ýòîãî ñêåéëèíãà � êðèòè÷åñêèå èí-

äåêñû è óíèâåðñàëüíûå îòíîøåíèÿ àìïëèòóä � â âèäå ε-ðàçëîæåíèé. Ýòè ðàçëî-

æåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè, ïîýòîìó ðàñ÷åò íà÷àëüíîãî îòðåçêà ðÿäà äî-

ïîëíÿåòñÿ èíôîðìàöèåé î ïîâåäåíèè ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ñ ïîñëåäóþùèì

ñóììèðîâàíèåì ïî Áîðåëþ. Ðàçâèòûå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñ÷åòà ïîçâîëèëè

ðàññ÷èòàòü 5 ÷ëåíîâ ε-ðàçëîæåíèé â çàäà÷àõ êðèòè÷åñêîé ñòàòèêè, ïðîâåäåííîå

çàòåì áîðåëåâñêîå ñóììèðîâàíèå ïðèâåëî ê õîðîøåìó ñîãëàñèþ ñ ýêñïåðèìåíòàëü-

íûìè äàííûìè. Ðàñ÷åòû â çàäà÷àõ êðèòè÷åñêîé äèíàìèêè ñóùåñòâåííî ñëîæíåå,

ïîýòîìó çäåñü â íàèáîëåå ïðîñòîé A-ìîäåëè äîñòèãíóòà ëèøü òî÷íîñòü O(ε3), â

áîëüøèíñòâå çàäà÷ íåðàâíîâåñíîé äèíàìèêè îáû÷íî ñîñ÷èòàí ëèøü ïåðâûé ÷ëåí

ðàçëîæåíèÿ.

Ðåçóëüòàòû â ñòàòèêå è äèíàìèêå íå óäàâàëîñü óëó÷øèòü ñ 1991 è 1984 ãã. ñî-

îòâåòñòâåííî. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñ÷åòà êîíñòàíò ðå-

íîðìèðîâîê ñòàëêèâàþòñÿ â âûñøèõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé ñ òðóäíîñòÿìè

ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàêòåðà. Âåñüìà àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîýòîìó ðàçðà-

áîòêà ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà êîíñòàíò ðåíîðìèðîâîê. Çàäà÷à íåòðèâèàëüíà,

ïîñêîëüêó òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ìíîãîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ, ñîäåðæàùèõ ñèíãóëÿð-

íîñòè ïî ïàðàìåòðó ε âñå âîçðàñòàþùåé ñòåïåíè ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà òåîðèè

âîçìóùåíèé. Òàêèì ìíîãîïåòëåâûì ðàñ÷åòàì è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöè-

îííàÿ ðàáîòà.

Öåëè ðàáîòû

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà êîíñòàíò ðåíîð-

ìèðîâîê â ñòàðøèõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé è èñïîëüçîâàíèå òàêîãî ïîäõîäà â

äâóõ çàäà÷àõ ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè: ðåíîðìãðóïïîâîì îïèñàíèè ïðîöåññà òóð-

áóëåíòíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ïàññèâíîé ïðèìåñè è ìîäåëè À êðèòè÷åñêîé äèíàìèêè.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî çàäà÷è íåëèíåéíîé ñòîõàñòè-

÷åñêîé äèíàìèêè ìîãóò ýôôåêòèâíî ðåøàòüñÿ íà îñíîâå ñî÷åòàíèÿ òåîðåòèêîïîëå-

âûõ ìåòîäîâ è ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà êîíñòàíò ðåíîðìèðîâîê. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèë

ñóùåñòâåííî ïðîäâèíóòüñÿ â ðåøåíèè äâóõ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîé

äèíàìèêè è äîñòè÷ü ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå íå óäàâàëîñü ïîëó÷èòü ÷èñòî àíàëèòè-

÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå ìåòîä ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà êîíñòàíò ðåíîðìèðîâîê ïðîäå-

ìîíñòðèðîâàë ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü íà ïðèìåðå âïåðâûå âûïîëíåííîãî ÷åòûðåõ-

ïåòëåâîãî ðàñ÷åòà â çàäà÷å êðèòè÷åñêîé äèíàìèêè. Ýòîò ìåòîä ìîæåò ñîñòàâèòü

îñíîâó ïîëíîñòüþ àâòîìàòèçèðîâàííîãî ðàñ÷åòà êîíñòàíò ðåíîðìèðîâîê, äîïîëíèâ

óæå èìåþùèåñÿ êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû ïîñòðîåíèÿ ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì

è ðàñ÷åòà êîìáèíàòîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ, ÷òî äàñò âîçìîæíîñòü ïðîäâèæåíèÿ â

ñòàðøèå ïîðÿäêè òåîðèè âîçìóùåíèé â øèðîêîì êëàññå çàäà÷ êðèòè÷åñêîé ñòàòèêè

è äèíàìèêè, à òàêæå çàäà÷àõ íåëèíåéíîé íåðàâíîâåñíîé ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ �Renormali-

zation Group 2005� (Helsinki, 2005 ã.), �Renormalization Group and Related Topics�

(Äóáíà, 2008 ã.).

Ïóáëèêàöèè

Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 3 ïå÷àòíûå ðàáîòû, ñïèñîê ïóáëèêàöèé

ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç Ââåäåíèÿ, 4-õ ãëàâ, âûíîñèìûõ íà çàùèòó îñíîâíûõ ðå-

çóëüòàòîâ äèññåðòàöèè, Çàêëþ÷åíèÿ, 3-õ ïðèëîæåíèé è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòå-

ðàòóðû èç 59 íàèìåíîâàíèé. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 119 ñòð., ñîäåðæèò 11 òàáëèö è

20 ðèñóíêîâ.
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ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ñôîðìóëèðîâàíû àêòóàëüíîñòü, öåëü è çàäà÷è ðàáîòû, à òàêæå ïðè-

âåäåí îáçîð ðåçóëüòàòîâ â îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ðåíîðìãðóïïû â òåîðèè

êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé è ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêå.

Â ïåðâîé ãëàâå èçëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà ñâåäåíèÿ äâóõ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ ñòî-

õàñòè÷åñêîé äèíàìèêè ê òåîðåòèêî-ïîëåâîé ôîðìóëèðîâêå è ðåíîðìèðîâêà ïîëó-

÷åííûõ ìîäåëåé. Â îáùåì âèäå çàäà÷à íåëèíåéíîé ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè îïè-

ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

∂tϕ(x, t) = U(x, t;ϕ) + η(x, t) , (1)

ãäå ϕ � ïîëå, õàðàêòåðèçóþùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, U � ôóíêöèîíàë îò ϕ è åãî

ïðîèçâîäíûõ â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè, η � ñëó÷àéíàÿ ñèëà ñ ãàóññîâûì

ðàñïðåäåëåíèåì, çàäàííàÿ êîððåëÿòîðîì 〈η(x, t)η(x′, t′)〉 = D(x − x′, t − t′) è íó-

ëåâûì ñðåäíèì 〈η(x, t)〉 = 0. ×àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

Ëàíæåâåíà, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèîíàë U ïðåäñòàâèì â âèäå âàðèàöèîííîé ïðîèç-

âîäíîé îò ñòàòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ Sst, à êîððåëÿòîð ïðîïîðöèîíàëåí

ëèíåéíîìó îïåðàòîðó α ïî x:

U(ϕ) = α
δSst(ϕ)

δϕ(x)
, D(x− x′, t− t′) = 2αδ(x− x′)δ(t− t′) . (2)

Äëÿ íàèáîëåå ïðîñòîé ìîäåëè, òàê íàçûâàåìîé ìîäåëè A ïî [1], ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñòàòè÷åñêîå äåéñòâèå ϕ4-ìîäåëè

Sst(ϕ) = −(∂ϕ)2/2− τ0ϕ
2/2− g0ϕ

4/24 , α = λ0 , (3)

ãäå λ0 âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òåì ñàìûì óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä

∂tϕ = λ0

`
∂2ϕ− τ0ϕ− g0ϕ

3/6
´

+ η . (4)

Çàäà÷ó (4) ìîæíî ñâåñòè ê êâàíòîâîïîëåâîé ìîäåëè ñ äåéñòâèåì

S(ϕ,ϕ′) = λ0ϕ
′ϕ′ + ϕ′

ˆ
−∂tϕ+ λ0(∂

2ϕ− τ0ϕ− g0ϕ
3/6)

˜
, (5)

ãäå ϕ′ � âñïîìîãàòåëüíîå ïîëå. Äèàãðàììû òåîðèè âîçìóùåíèé ìîäåëè (5) ñî-

äåðæàò óëüòðàôèîëåòîâûå (ÓÔ) ðàñõîäèìîñòè, ïðîÿâëÿþùèåñÿ â âèäå ïîëþñîâ ïî
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ε = 4−d, ãäå d� ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Ýòè ðàñõîäèìîñòè ìîãóò áûòü óñòðàíå-

íû ìóëüòèïëèêàòèâíîé ðåíîðìèðîâêîé ïîëåé ϕ = ϕRZϕ, ϕ′ = ϕ′RZϕ′ è ïàðàìåòðîâ

λ0 = λZλ, τ0 = τZτ , g0 = gµεZg. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðåíîðìèðîâàííîå äåéñòâèå

(èíäåêñ �R� ó ïîëåé îïóñêàåòñÿ)

SR(ϕ,ϕ′) = Z1λϕ
′ϕ′ + ϕ′

ˆ
−Z2∂tϕ+ λ(Z3∂

2ϕ− Z4τϕ− Z5gµ
εϕ3/6)

˜
, (6)

ãäå Z1 = ZλZ
2
ϕ′ , Z2 = Zϕ′Zϕ, Z3 = Zϕ′ZλZϕ, Z4 = Zϕ′ZλZτZϕ, Z5 = Zϕ′ZλZgZ

3
ϕ.

Çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè êîíñòàíò ðåíîðìèðîâîê Z1�Z5, çíàíèå êîòîðûõ ïîç-

âîëÿåò ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåíîðìãðóïïû ðàññ÷èòàòü êðèòè÷åñêèå èíäåêñû ñèñòå-

ìû. Ïîêàçàíî [2], ÷òî êîíñòàíòû ðåíîðìèðîâêè Z3, Z4, Z5 ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâó-

þùèìè êîíñòàíòàìè ñòàòè÷åñêîé ìîäåëè (3), èçâåñòíûìè ñ ïÿòèïåòëåâîé òî÷íî-

ñòüþ. C ó÷åòîì ðàâåíñòâà Z1 = Z2 îñòàåòñÿ ëèøü îäíà íåçàâèñèìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ

êîíñòàíòà.

Ñëåäóþùàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à � èçó÷åíèå òóðáóëåíòíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ

ïàññèâíîé ïðèìåñè â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Äâèæåíèå æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ

ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì Íàâüå-Ñòîêñà

∂tϕi + (ϕk∂k)ϕi = ν0∂
2ϕi − ∂ip+ ηi . (7)

Ýòà çàäà÷à èìååò ñòàíäàðòíûé âèä (1), íî íå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàíæåâåíà (2),

ò.ê. ñîîòâåòñòâóþùèé åé ôóíêöèîíàë U(ϕ) íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå âàðèàöèîí-

íîé ïðîèçâîäíîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ñèëà η èìååò ãàóññîâî ðàñïðåäå-

ëåíèå ñ êîððåëÿòîðîì

D(x− x′, t− t′) = δ(t− t′)

Z
dk

(2π)d
Pij(k)g0ν

3
0N(k)eik(x−x′) , (8)

ãäå Pij(k) = δij − kikj/k
2 � ïîïåðå÷íûé ïðîåêòîð è N(k) = k4−d−2ε � ñïåêòð

íàêà÷êè. Ïåðåìåøèâàíèå ïàññèâíîé ïðèìåñè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äèôôóçèè ñ

ó÷åòîì êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà

∂tψ + (ϕk∂k)ψ = κ0∂
2ψ , (9)

ãäå ψ � êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñíûõ ÷àñòèö, à κ0 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè. Ýòà çà-



7

äà÷à òàêæå ñâîäèòñÿ ê êâàíòîâîïîëåâîé ñ äåéñòâèåì

S(ϕ,ϕ′, ψ, ψ′) = g0ν
3
0ϕ

′Nϕ′/2 + ϕ′
ˆ
−∂tϕ+ ν0∂

2ϕ− (ϕ∂)ϕ
˜
+

+ ψ′
ˆ
−∂tψ + u0ν0∂

2ψ − (ϕ∂)ψ
˜
, (10)

ãäå u0 ≡ κ0/ν0. Ðåíîðìèðîâêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ν0 = νZν , u0 = uZu,

Zκ = ZuZν , g0 = gµ2εZg ñ óñëîâèåì ñâÿçè ZgZ3
ν = 1, ÷òî ïðèâîäèò ê ðåíîðìèðî-

âàííîìó äåéñòâèþ

SR(ϕ,ϕ′, ψ, ψ′) = gν3µ2εϕ′Nϕ′/2 + ϕ′
ˆ
−∂tϕ+ νZν∂

2ϕ− (ϕ∂)ϕ
˜
+

+ ψ′
ˆ
−∂tψ + uνZκ∂

2ψ − (ϕ∂)ψ
˜
. (11)

Âî âòîðîé ãëàâå èçëàãàåòñÿ òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ ìíîãîïåòëåâûõ äèàãðàìì íà

ïðèìåðå ðàñ÷åòà êîíñòàíòû ðåíîðìèðîâêè Z2 äèíàìè÷åñêîé À-ìîäåëè.

Âîçìîæíîñòü ìóëüòèïëèêàòèâíîé ðåíîðìèðîâêè òåîðèè, ò.å. óñòðàíåíèÿ â òåî-

ðèè âîçìóùåíèé ïîëþñîâ ïî ε çà ñ÷åò ïîäõîäÿùåãî âûáîðà êîíñòàíò ðåíîðìèðîâ-

êè, îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî âû÷åòû ïðè ïîëþñàõ ôóíêöèé Ãðèíà íîñÿò ëîêàëüíûé

õàðàêòåð, ò.å. ÿâëÿþòñÿ â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè ïîëèíîìàìè ïî èìïóëüñàì è ÷à-

ñòîòàì. Â ÷àñòíîñòè, êîíñòàíòó Z2 ìîæíî îïðåäåëèòü, ïîòðåáîâàâ ÓÔ-êîíå÷íîñòè

1-íåïðèâîäèìîé ôóíêöèè Γ = ∂iω 〈ψ′ψ〉1í
˛̨
p=0,ω=0

. Â òåðìèíàõ ðåíîðìèðîâàííûõ

ïåðåìåííûõ ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ýòîé âåëè÷èíû èìååò âèä

ΓR = Z2

h
1 +

∞X
n=1

`
gµεZg

´n
γ

(n)
0 (mZ1/2

τ )
i
, m ≡ τ1/2 . (12)

Ðàññ÷èòûâàåìûå ïî äèàãðàììàì âåëè÷èíû γ
(n)
0 ñîäåðæàò ïîëþñà ïî ε, êîòîðûå

äîëæíû áûòü óñòðàíåíû â êàæäîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ðåíîðìèðîâàí-

íîìó çàðÿäó g çà ñ÷åò âûáîðà êîíñòàíò Zi. Ýòîò âûáîð íåîäíîçíà÷åí è çàâèñèò

îò èñïîëüçóåìîé ñõåìû âû÷èòàíèé, â ñõåìå ìèíèìàëüíûõ âû÷èòàíèé MS (îò àíãë.

Minimal Subtraction) êîíñòàíòû ðåíîðìèðîâêè èìåþò âèä

Z2 = 1 +

∞X
n=1

gn
nX
k=1

Cnkε
−k , (13)

ò.å. âû÷èòàþòñÿ òîëüêî ïîëþñà ïî ε. Ïðè èçâåñòíûõ ñòàòè÷åñêèõ êîíñòàíòàõ Zg,

Zτ êîýôôèöèåíòû Cnk ýòîãî ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç òðåáîâàíèÿ ñîêðàùåíèÿ
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ïîëþñîâ â (12). Â òåîðèè ðåíîðìèðîâêè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó÷åò Zg, Zτ â (12) ìîæíî

çàìåíèòü äåéñòâèåì îïðåäåëåííîé R′-îïåðàöèè

ΓR = Z2 +

∞X
n=1

(gµε)nR′γ
(n)
0 (m) . (14)

Ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè γ(n)
0 (m) ∼ m−nε, òàê ÷òî ïåðåõîäîì ê áåçðàçìåðíûì

ïåðåìåííûì èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ

γ(n)(s) ≡ µnεγ
(n)
0 (m) , s ≡ m/µ (15)

è ïåðåïèñàòü (14) â âèäå

ΓR = Z2 +

∞X
n=1

gnR′γ(n)(s) . (16)

Â òåîðèè ðåíîðìèðîâêè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñõåìå MS âåëè÷èíà R′γ(n)(s) íå çàâè-

ñèò îò s, ïîýòîìó â (16) ìîæíî ïîëîæèòü s = 1.

Ðàñõîäèìîñòü (ïîëþñà ïî ε) âåëè÷èí γ(n)(s) îáóñëîâëåíà âêëàäàìè â ñîîòâåò-

ñòâóþùèå äèàãðàììû îò îáëàñòåé ìàëûõ ðàññòîÿíèé è âðåìåí. Ðàçëè÷àþò ïîâåðõ-

íîñòíóþ ðàñõîäèìîñòü, êîãäà âñÿ äèàãðàììà "ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó" è ðàñõîäèìîñòü

â ïîäãðàôå, êîãäà ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó íåêîòîðûé ôðàãìåíò äèàãðàììû. Ðàñõîäÿ-

ùèåñÿ ïîäãðàôû îáðàçóþò â îáùåì ñëó÷àå ñëîæíóþ ïåðåêðûâàþùóþñÿ ñèñòåìó,

÷òî ñèëüíî îñëîæíÿåò íàõîæäåíèå âû÷åòîâ â ïîëþñàõ. Äåéñòâèå R′-îïåðàöèè ñâî-

äèòñÿ ê âû÷èòàíèþ ðàñõîäèìîñòåé â ïîäãðàôàõ, òàê ÷òî â âåëè÷èíå R′γ(n) îñòàåòñÿ

ëèøü âêëàä ïîâåðõíîñòíîé ðàñõîäèìîñòè, ÷åì â êîíå÷íîì ñ÷åòå è îáóñëîâëåíà ðå-

íîðìèðóåìîñòü òåîðèè.

Ìû õîòèì èñïîëüçîâàòü R′-îïåðàöèþ äëÿ âûäåëåíèÿ âû÷åòîâ ïðè ïîëþñàõ. Îñ-

íîâîé äëÿ ýòîãî áóäåò óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ äèàãðàììà γ íå èìååò

ïîâåðõíîñòíîé ðàñõîäèìîñòè, òî âåëè÷èíà R′γ ÓÔ-êîíå÷íà, ò.å. íå ñîäåðæèò ïîëþ-

ñîâ ïî ε. Åñëè äàííóþ âåëè÷èíó óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå åäèíîãî èíòåãðàëà,

íå ñîäåðæàùåãî îñîáåííîñòåé, òî åãî çàâèñèìîñòü îò ε ìîæíî èñêàòü ðàçëîæåíè-

åì â ðÿä ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ñ ïîñëåäóþùèì ÷èñëåííûì íàõîæäåíèåì

êîýôôèöèåíòîâ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû MS ýòîãî, îäíàêî, íå óäàåòñÿ ñäåëàòü,

ò.ê. ïðîöåäóðà îòáîðà ïîëþñîâ â ýòîé ñõåìå íå äàåò âîçìîæíîñòè çàïèñàòü ÓÔ-

êîíå÷íóþ âåëè÷èíó R′γ â âèäå åäèíîãî èíòåãðàëà. Ïîýòîìó â âû÷èñëèòåëüíûõ
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öåëÿõ èñïîëüçîâàëàñü äðóãàÿ èçâåñòíàÿ ñõåìà ðåíîðìèðîâêè (íàçîâåì åå R′), îñ-

íîâàííàÿ íà âû÷èòàíèè èç ðàñõîäÿùåéñÿ âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâóþùåãî íà÷àëüíîãî

îòðåçêà ðÿäà ïî ÷àñòîòå è èìïóëüñó. Åñëè â âåëè÷èíå R′γ ïîëàãàåòñÿ çàòåì s = 1,

òàêàÿ ñõåìà íîñèò íàçâàíèå ñõåìû ïðèìèòèâíûõ âû÷èòàíèé [2]. Â íàøåì ñëó÷àå

îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ îñóùåñòâëÿëàñü ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ K0 è K2, îïðåäåëåí-

íûõ ðàâåíñòâàìè

K0f(p2, ω) = f |p2=0,ω=0 , K2f(p2, ω) = ∂p2f
˛̨
p2=0,ω=0

· p2 + ∂ωf
˛̨
p2=0,ω=0

·ω . (17)

Â n-òîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ðàçíîñòü

δR′γ(n) = R′γ(n) − R′ γ(n) (18)

îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äèàãðàìì ìëàäøèõ ïîðÿäêîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü

èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó äëÿ íàõîæäåíèÿ R′γ ïî èçâåñòíîé R′γ.

Äèàãðàììû γ(n)(s) èìåþò ïîâåðõíîñòíóþ ðàñõîäèìîñòü, ïîýòîìó ê íèì îïèñàí-

íûé ñïîñîá ðàñ÷åòà íåïîñðåäñòâåííî íå ïðèìåíèì. ×òîáû åå óñòðàíèòü, äîñòàòî÷-

íî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü γ(n)(s) ïî s. Ïîñêîëüêó γ(n)(s) ∼ s−nε, íåòðóäíî çàòåì

ïî ïðîèçâîäíîé âîññòàíîâèòü ñàìó ôóíêöèþ: γ(n)(s) = − 1
nε
s∂sγ

(n)(s). Ó÷èòûâàÿ,

÷òî â êîíå÷íîì îòâåòå áóäåò ïîëîæåíî s = 1, è ââîäÿ îïåðàòîð b∂s ðàâåíñòâîìb∂sf(s) ≡ − ∂sf(s)|s=1, çàïèøåì

γ(n)
˛̨
s=1

=
1

nε
b∂sγ(n)(s). (19)

Âåëè÷èíà R′b∂sγ(n)(s) ÓÔ-êîíå÷íà, îäíàêî íåïîñðåäñòâåííî äîñòè÷ü ïîñòàâëåííîé

öåëè äèôôåðåíöèðîâàíèåì R′γ(n)(s) ïî s íå óäàåòñÿ, ò.ê. îïåðàöèè R′ è b∂s íå êîì-
ìóòèðóþò � îïåðàöèÿ b∂s, äåéñòâóÿ íà ïîäãðàôû, ìîæåò ñäåëàòü èõ íå ñóùåñòâåí-
íûìè (íå äàþùèìè ðàñõîäèìîñòåé), ÷òî îòðàæàåòñÿ íà ñîäåðæàíèè R′ -îïåðàöèè,

ïî îïðåäåëåíèþ äåéñòâóþùåé íà ñóùåñòâåííûå ïîäãðàôû. Äåëî îáëåã÷àåòñÿ òåì,

÷òî êîììóòàòîð J(n)
b ≡ (b∂sR′−R′b∂s)γ(n)(s) îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äèàãðàìì

ìëàäøåãî ïîðÿäêà, ÷òî äåëàåò âîçìîæíûì ïîñòðîåíèå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâîé äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

R′γ(n) =
1

nε

`
J(n)
a + J

(n)
b

´
+ δR′γ(n) , (20)
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êîòîðîå ïîçâîëÿåò èòåðàöèÿìè íàõîäèòü R′γ(n), âû÷èñëÿÿ âåëè÷èíû J
(n)
a ≡

R′b∂sγ(n)(s), ðàçëîæèìûå â ðÿä Òýéëîðà ïî ε. Êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà îïðåäåëÿ-

þòñÿ ìíîãîêðàòíûìè êîíå÷íûìè èíòåãðàëàìè, íå ñîäåðæàùèìè ïàðàìåòðîâ, è èõ

ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì.

Îïåðàöèÿ R′ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé â îïèñàííîì ñïîñîáå âû÷èñëåíèé è åå ìîæ-

íî áûëî ïîëîæèòü â îñíîâó ïðîöåäóðû ðåíîðìèðîâêè. Ìû âñå æå îñòàíîâèëèñü íà

ñõåìå ìèíèìàëüíûõ âû÷èòàíèé ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, ñòàòè÷åñêèå êîí-

ñòàíòû ðåíîðìèðîâêè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæåíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè èçâåñòíû

èìåííî â MS ñõåìå. Âî-âòîðûõ, ýòà ñõåìà ïîçâîëÿåò ïðîèçâîëüíî èçìåíÿòü ñïîñîá

èíôðàêðàñíîé ðåãóëÿðèçàöèè äèàãðàìì, âûáèðàÿ íàèáîëåå òåõíè÷åñêè óäîáíûé.

Âû÷èñëèòü ïî èçëîæåííîé ñõåìå äâóõïåòëåâûå è òðåõïåòëåâûå âêëàäû γ(2) è

γ(3) îñîáåííî ïðîñòî, ò.ê. äëÿ íèõ îêàçûâàåòñÿ δR′γ(n) = 0. Òàêîé ðàñ÷åò äàåò

ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ êîíñòàíòû ðåíîðìèðîâêè Z2 èç (13):

C31 = 0.0118412 , C21 = C32 =
− ln(4/3)

8
, C11 = C22 = C33 = 0 . (21)

Âïåðâûå çòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [3], ãäå âñå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü

àíàëèòè÷åñêè.

Íîâûé ðåçóëüòàò â ðàáîòå ïîëó÷åí â ÷åòâåðòîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé, â

êîòîðîì íåîáõîäèìî áûëî ðàññ÷èòàòü 25 ÷åòûðåõïåòëåâûõ äèàãðàìì. Èì ñîîòâåò-

ñòâóþò 4 ãðóïïû À, B, C, D òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ äèàãðàìì, â êîòîðûõ

íå ðàçëè÷àþòñÿ ïîëÿ ϕ è ϕ′

A : B : C : D :

Â ãðóïïå À èìååòñÿ 4 äèàãðàììû, èõ ëåã÷å îñòàëüíûõ âû÷èñëÿòü, ò.ê. è â ýòîì

ñëó÷àå δR′γ
(4)
A = 0. ÓÔ-êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà J

(4)
Aa ïðåäñòàâëÿëàñü â âèäå åäèíîãî

ôîðìàëüíî 20-òè êðàòíîãî èíòåãðàëà, êîòîðûé ïîñëå óïðîùåíèé ñâîäèëñÿ ê 9-òè

êðàòíîìó è âû÷èñëÿëñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Âêëàä J(4)
Ab â ñâîþ î÷åðåäü

âûðàæàëñÿ ÷åðåç óæå âû÷èñëåííûå òðåõïåòëåâûå äèàãðàììû

J
(4)
Ab = −3

2
R′ γ(3) . (22)
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Äèàãðàììû ãðóïïû C è D åñòåñòâåííî îáúåäèíèòü, ò.ê. îíè âû÷èñëÿþòñÿ ñõîæèì

îáðàçîì, ýòî äàåò 17 ðàçëè÷íûõ äèàãðàìì. Âåëè÷èíû J
(4)
CDa òàêæå ñâîäÿòñÿ ê 9-

òè êðàòíûì èíòåãðàëàì. Âêëàäû J
(4)
CDb è δR′γ

(4)
CD âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äèàãðàììû

íèçøèõ ïîðÿäêîâ

J
(4)
CDb = −γ(2)K0R′ b∂sΓ(3)

4 − 6R′ γ(3) , δR′γ
(4)
CD = γ(2)(1−K)K0Γ

(3)
4 , (23)

ãäå Γ
(3)
4 � ñóììà òðåõïåòëåâûõ äèàãðàìì 1-íåïðèâîäèìîé ôóíêöèè

Γ4 = −

˙
ψ′ψ3

¸
1í

˛̨
p=0,ω=0

λgµε
. (24)

Ãðóïïà B âêëþ÷àåò 4 äèàãðàììû, èõ ñëîæíåå âñåãî âû÷èñëÿòü, ò.ê. çäåñü âïåð-

âûå ïîÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íî ðàñõîäÿùèåñÿ ïîäãðàôû. Âåëè÷èíû J
(4)
Bà , êàê è äëÿ

îñòàëüíûõ äèàãðàìì, ñâîäÿòñÿ ê 9-òè êðàòíûì èíòåãðàëàì, à J(4)
Bb è δR

′γ
(4)
B âûðà-

æàþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèÿ äâóõïåòëåâûõ äèàãðàìì.

Ñóììèðóÿ âêëàäû äèàãðàìì âñåõ ÷åòûðåõ ãðóïï, íàõîäèì âåëè÷èíó γ(4) (÷åò-

âåðòûé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé), ÷òî îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöè-

åíòû äëÿ êîíñòàíòû ðåíîðìèðîâêè Z2:

C41 = −0.02491 , C42 = 0.039440 , C43 =
−9 ln(4/3)

64
, C44 = 0 . (25)

Â òðåòüåé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ äåòàëè äâóõïåòëåâîãî ðàñ÷åòà êîíñòàíò ðåíîðìèðî-

âîê äëÿ ìîäåëè òóðáóëåíòíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ïàññèâíîé ïðèìåñè. Çàïèøåì óðàâ-

íåíèÿ Äàéñîíà äëÿ ôóíêöèé îòêëèêà Γϕϕ′ , Γψψ′ è ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèõ îïå-

ðàòîðîâ Σϕ′ϕ, Σψ′ψ â ðåíîðìèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ ïðè íóëåâîé âíåøíåé ÷àñòîòå

ω

Rϕ(ξ, g) ≡ − Γϕϕ′(k, ω)

νk2

˛̨̨̨
ω=0

= Zν −
Σϕ′ϕ(k, ω)

νk2

˛̨̨̨
ω=0

,

Rψ(ξ, g, u) ≡ − Γψψ′(k, ω)

uνk2

˛̨̨̨
ω=0

= Zκ −
Σψ′ψ(k, ω)

uνk2

˛̨̨̨
ω=0

.

(26)

Çäåñü ââåäåíû áåçðàçìåðíûå ôóíêöèè Rϕ, Rψ îò áåçðàçìåðíûõ àðãóìåíòîâ ξ, g è

u ãäå ξ ≡ k/µ. Èíòåðåñóþùèå íàñ êîíñòàíòû ðåíîðìèðîâêè Zν è Zκ èìåþò âèä

Zν,κ = 1 +
a
(ν,κ)
11

ε
g +

 
a
(ν,κ)
21

ε
+
a
(ν,κ)
22

ε2

!
g2 +O(g3) . (27)
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Â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èí a
(ν)
11 è a

(κ)
11 (u) ïîòðåáó-

åì ÓÔ-êîíå÷íîñòü ëèíåéíîãî êîýôôèöèåíòà ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèé

Rϕ(ξ = 1, g) è Rψ(ξ = 1, g, u) ïî g. Âû÷èñëèâ ïîëþñíóþ ÷àñòü ñîáñòâåííî ýíåðãå-

òè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Σϕ′ϕ è Σψ′ψ â (26), ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó, ïîëó÷åííîìó â

[4]

a
(ν)
11 = − (d− 1)Sd

8(d+ 2)
, a

(κ)
11 (u) = − (d− 1)Sd

4du(d+ 2)
. (28)

ÐÃ-ôóíêöèè βg,u îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè βg(g) ≡ µ∂µ|0 g è βu(g, u) ≡

µ∂µ|0 u, ãäå µ∂µ|0 � îïåðàòîð µ∂µ ïðè ôèêñèðîâàííûõ çàòðàâî÷íûõ ïàðàìåòðàõ g0,

ν0, u0. Ïîëîæåíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè (g∗, u∗) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè βg(g∗) = 0

è βu(g∗, u∗) = 0. Èñïîëüçóÿ îäíîïåòëåâûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîíñòàíò ðåíîðìèðîâêè

Zν , Zκ (27, 28), íàõîäèì

g∗ =
−ε

3a
(ν)
11

+O(ε2) , u∗ ≡ u(0)
∗ + u(1)

∗ ε+O(ε2) =
1

2

„r
9d+ 16

d
− 1

«
+O(ε) . (29)

Îïðåäåëèì òåïåðü îäíîïåòëåâûå âêëàäû aϕ, aψ ôóíêöèé îòêëèêà Γϕϕ′ , Γψψ′ êàê

ëèíåéíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî g ïðè d = 3 ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèé

Rϕ(ξ = 1, g) = 1 + aϕg + O(g2) è Rψ(ξ = 1, u, g) + aψ(u)g + O(g2). Îòâåò ìîæíî

âûðàçèòü ÷åðåç äâà èíòåãðàëà, ÷èñëåííûé ðàñ÷åò äàåò

aϕ = −0.047718S3 , aψ(u(0)
∗ |d=3) = −0.04139S3 . (30)

Äâóõïåòëåâûå âêëàäû â êîíñòàíòó ðåíîðìèðîâêè Zκ ëåã÷å íàéòè èç óñëîâèÿ ÓÔ-

êîíå÷íîñòè Rψ(ξ, g, u) ïðè ξ → 0. Âïåðâûå âûïîëíåííûé â äàííîé ðàáîòå ÷èñëåí-

íûé ðàñ÷åò 8 äâóõïåòëåâûõ äèàãðàìì äëÿ Σψ′ψ ïîçâîëèë íàéòè êîýôôèöèåíòû

a
(κ)
21 è a(κ)

22 èç (27):

B(u(0)
∗ ) ≡ a

(κ)
21 (u

(0)
∗ |d=3)

S
2
d

= −4.1666 · 10−3 , C(u) ≡ a
(κ)
22 (u)

S
2
d

= −3u2 + 9u+ 16

720u(1 + u)3
. (31)

Äâóõïåòëåâîé ðàñ÷åò êîíñòàíòû ðåíîðìèðîâêè Zκ áûë âûïîëíåí â ðàáîòå [5]:

a
(ν)
21 =

3(d− 1)2S
2
dλ

128(d+ 2)2
, (32)

ãäå λ ' −1.101 ïðè d = 3. Ñîîòíîøåíèÿ (31), (32) ïîçâîëÿþò íàéòè äâóõïåëåâûå

âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò íåïîäâèæíîé òî÷êè (u(1)
∗ îïðåäåëåí â (29)):

g∗ =
8(d+2)ε

3(d−1)Sd
(1 +λε) +O(ε3) , u(1)

∗ =
2(d+2)

d
`
1+2u

(0)
∗
´ »λ− 128(d+2)2

3(d−1)2
B(u(0)

∗ )

–
. (33)
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Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðîâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå âûêëàäêè äëÿ íàõîæäåíèÿ ôèçè÷å-

ñêèõ âåëè÷èí èç êîíñòàíò ðåíîðìèðîâîê.

Íà÷íåì ñ äèíàìè÷åñêîé À ìîäåëè. Äî ýòîãî âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â ñëó-

÷àå, êîãäà ïîëå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ϕ � ñêàëÿð. Îáîáùåíèå íà n-êîìïîíåíòíîå

ïîëå ïðè èñïîëüçîâàíèè R′-îïåðàöèè íå âûçûâàåò òðóäíîñòåé , íóæíî òîëüêî äî-

ìíîæàòü äâóõïåòëåâîé, òðåõïåòëåâîé è ÷åòûðåõïåòëåâûå âêëàäû A, B è CD íà

ñîîòâåòñòâóþùèå �èíäåêñíûå� ñòðóêòóðû, êîòîðûå ëåãêî íàõîäÿòñÿ. ÐÃ-ôóíêöèÿ

γ2 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì γ2 = βu∂u lnZ2 ãäå βu(u) ≡ µ∂µ|0 u è µ∂µ|0 � îïå-

ðàòîð µ∂µ ïðè ôèêñèðîâàííûõ çàòðàâî÷íûõ ïàðàìåòðàõ g0, τ0, λ0. Òàêèì îáðàçîì

íàõîäèì

γ2 =
n+2

3
u2 ln(4/3)

4

»
1− 0.49393

n+8

9
u+

+

„
−0.2511

n2+6n+20

27
− 0.1700

n+2

3
+ 1.806

5n+22

27

«
u2 +O(u3)

–
. (34)

Êîîðäèíàòà íåïîäâèæíîé òî÷êè u∗ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì βu(u∗) = 0, êîýôôèöè-

åíòû åå ðàçëîæåíèÿ ïî ε â ñõåìå MS èçâåñòíû (èç ñòàòèêè) ñ òî÷íîñòüþ äî 5-ãî

ïîðÿäêà [6], íàì ïîòðåáóþòñÿ òîëüêî ïåðâûå òðè êîýôôèöèåíòû.

Äèíàìè÷åñêèé êðèòè÷åñêîé èíäåêñ z ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå

z = 2 +Rη , R ≡ γ2(u∗)/η − 1 , (35)

ãäå η � èçâåñòíûé ñòàòè÷åñêèé èíäåêñ Ôèøåðà. Âåëè÷èíà R óäîáíà äëÿ èñïîëüçî-

âàíèÿ, ò.ê. åå çàâèñèìîñòü îò n ïðîùå, ÷åì ó γ2(u∗) è η:

R = (6 ln(4/3)− 1)


1− 0.18848 ε+

»
−0.1000 +

4.78n+ 21.5

(n+ 8)2

–
ε2 +O(ε3)

ff
. (36)

Äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà âåëè÷èíà R áûëà èçâåñòíà ñ òî÷íîñòüþ äî ε è îáà ÷ëåíà

ðàçëîæåíèÿ íå çàâèñåëè îò n. Ïîëó÷åííûé â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ñëåäóþùèé

÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïîêàçàë, ÷òî ãèïîòåçà î ïîëíîé íåçàâèñèìîñòè R îò n íå âåðíà.

Âåðíåìñÿ ê äèíàìè÷åñêîìó êðèòè÷åñêîìó èíäåêñó, ïðè n = 1 ïîëó÷àåì

z = 2 +
6 ln(4/3)− 1

54
ε2 + 0.0110363 ε3 − 0.00558 ε4 +O(ε5) . (37)

Õîòÿ ìû èìååì äåëî ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì, â äàííîì ñëó÷àå ïîñëåäíÿÿ ïî-

ïðàâêà îêàçûâàåòñÿ â äâà ðàçà ìåíüøå ïðåäûäóùåé. Ïðè d = 3 (ε = 1) èíäåêñ z

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 2.01890, ÷òî íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ýêñïåðèìåíòîì.
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Òàêèì îáðàçîì, â äèíàìè÷åñêîé çàäà÷å êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âïåðâûå â ðàì-

êàõ ε-ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷åí ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé. Íà îñíîâå ýòèõ

ðåçóëüòàòîâ áûëè îñóùåñòâëåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû áîðåëåâñêîãî ñóììèðîâàíèÿ

ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Â öåëîì ïîãðåøíîñòü îòâåòîâ

îñòàâàëàñü áîëüøîé, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, îáúÿñíÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì îòêëîíåíèåì

ðàññ÷èòàííûõ ÷ëåíîâ ðÿäà ïî ε îò ñîîòâåòñòâóþùèõ íàéäåííûõ ê íàñòîÿùåìó ìî-

ìåíòó âêëàäîâ â àñèìïòîòèêó âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ïîýòîìó äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íî-

ñòè, êðîìå ðàñ÷åòà ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà ε-ðàçëîæåíèÿ, ïîëåçíûì ìîæåò îêàçàòüñÿ

óòî÷íåíèå ñàìîé àñèìïòîòèêè.

Âî âòîðîé çàäà÷å � òóðáóëåíòíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ïàññèâíîé ïðèìåñè � ðàñ-

ñ÷èòûâàåòñÿ òóðáóëåíòíîå (ýôôåêòèâíîå) ÷èñëî Ïðàíäòëÿ u−1
eff , èìåþùåå ñìûñë

îòíîøåíèÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè è âÿçêîñòè. Ïåðåõîä ê ÐÃ-

ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ ôóíêöèé îòêëèêà (26) â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå ïîçâîëÿåò

îáîñíîâàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ýòîé âåëè÷èíû:

ueff = u∗
Rψ(ξ = 1, g∗, u∗)

Rϕ(ξ = 1, g∗)
. (38)

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî âåëè÷èíà ueff â òàêîé çàïèñè íå çàâèñèò îò âûáîðà ñõåìû

ðåíîðìèðîâêè. Ïîäñòàâëÿÿ îäíîïåòëåâûå âêëàäû aϕ, aψ ôóíêöèé îòêëèêà â ðàç-

ëîæåíèå ueff ïî g, à ïîòîì ïî ε ïðè (g, u) = (g∗, u∗), ïîëó÷àåì:

ueff = u∗
˘
1 + [aϕ − aψ(u∗)] g∗ +O(g2

∗)
¯

=

= u(0)
∗

n
1 + ε

“
u(1)
∗ /u(0)

∗ +
h
aϕ − aψ(u(0)

∗ )
i
g(0)
∗

”
+O(ε2)

o
. (39)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ äâóõïåòëåâîãî çíà÷åíèÿ òóðáóëåíòíîãî ÷èñëà

Ïðàíäòëÿ íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü ïîëîæåíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè (g∗, u∗) ñ äâóõ-

ïåòëåâîé òî÷íîñòüþ à ôóíêöèè îòêëèêà ñ îäíîïåòëåâîé òî÷íîñòüþ. Ïðîâåäåííûé

ïðè d = 3 ðàñ÷åò äàë äëÿ ueff ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ïî ε

ueff =

p
43/3− 1

2

`
1− 0.0358 ε

´
+O(ε2) . (40)

Ïðè ôèçè÷åñêîì ε = 2 ýòî äàåò äëÿ òóðáóëåíòíîãî ÷èñëà Ïðàíäòëÿ çíà÷åíèå 0.7693

(áåç ó÷åòà äâóõïåòëåâîé ïîïðàâêè áûëî 0.7179). Êàê âèäíî, âåëè÷èíà ïîïðàâêè ñî-

ñòàâëÿåò âñåãî ëèøü 7% ïî ñðàâíåíèþ ñ ãëàâíûì ÷ëåíîì. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íå õàðàê-
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òåðíà äëÿ ðàññ÷èòàííûõ ðàíåå â ðàìêàõ ε-ðàçëîæåíèÿ õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíò-

íûõ òå÷åíèé, òàêèõ, êàê êîíñòàíòà Êîëìîãîðîâà è ôàêòîð àñèììåòðèè. Áîëüøàÿ

âåëè÷èíà ïîïðàâîê äëÿ ýòèõ âåëè÷èí îáóñëîâëåíà âêëàäîì äèàãðàìì, èìåþùèì

ñèíãóëÿðíîñòü ïðè d → 2, êîòîðûå è ïðè d = 3 âíîñÿò äîìèíèðóþùèé âêëàä

[5]. Ðàññìîòðåíèå çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïîêàçàëî, ÷òî è â íà-

øåé çàäà÷å â ïîïðàâêàõ ê ýôôåêòèâíûì êîýôôèöèåíòàì äèôôóçèè è âÿçêîñòè

ïðèñóòñòâóþò ñèíãóëÿðíûå ïðè d → 2 ñëàãàåìûå, êîòîðûå ïðè d = 3 äàþò áîëü-

øîé âêëàä. Îäíàêî â îòíîøåíèè ýòèõ âåëè÷èí ñèíãóëÿðíûå âêëàäû ñîêðàùàþòñÿ

è ðåçóëüòèðóþùàÿ ïîïðàâêà äëÿ ÷èñëà Ïðàíäòëÿ îêàçûâàåòñÿ íåáîëüøîé. Ýòèì,

ïî-âèäèìîìó, îáúÿñíÿåòñÿ õîðîøåå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèåì òóð-

áóëåíòíîãî ÷èñëà Ïðàíäòëÿ 0.81± 0.05.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû âûíîñèìûå íà çàùèòó îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

äèññåðòàöèè:

1. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà êîíñòàíò ðåíîðìèðîâîê, îñíîâàííûé íà

èñïîëüçîâàíèè R-îïåðàöèè òåîðèè ðåíîðìèðîâîê. Îí ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó íà-

õîæäåíèÿ âû÷åòîâ â ïîëþñàõ ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì ê âû÷èñëåíèþ ìíîãîêðàò-

íûõ èíòåãðàëîâ, íå ñîäåðæàùèõ îñîáåííîñòåé.

2. Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïðîâåäåí ÷åòûðåõïåòëåâîé ðàñ÷åò êîíñòàíò

ðåíîðìèðîâêè è ðåíîðìãðóïïîâûõ ôóíêöèé ìîäåëè A êðèòè÷åñêîé äèíàìèêè. Äè-

íàìè÷åñêèé êðèòè÷åñêèé èíäåêñ ðàññ÷èòàí â ïîðÿäêå ε4.

3. Ïðîâåäåíî áîðåëåâñêîå ñóììèðîâàíèå ïîëó÷åííîãî ε-ðàçëîæåíèÿ ñ ó÷åòîì

àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ðÿäà. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íàõî-

äèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

4. Ìåòîäîì ðåíîðìãðóïïû âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ðàññìîòðåíà çà-

äà÷à òóðáóëåíòíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ïàññèâíîé ïðèìåñè. Ïðîâåäåí äâóõïåòëåâîé

ðàñ÷åò êîíñòàíò ðåíîðìèðîâêè è ðåíîðìãðóïïîâûõ ôóíêöèé. Ñ òî÷íîñòüþ äî ε2

îïðåäåëåíî ïîëîæåíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè ðåíîðìãðóïïîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

5. Ðàññ÷èòàíû ôóíêöèè îòêëèêà â çàäà÷å òóðáóëåíòíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ïàññèâíîé

ïðèìåñè. Âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé íàéäåíî çíà÷åíèå òóðáóëåíòíîãî

÷èñëà Ïðàíäòëÿ. Ó÷åò âïåðâûå ðàññ÷èòàííîãî âêëàäà ïîðÿäêà ε2 çàìåòíî óëó÷øèë

ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì.
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