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ВВЕДЕНИЕ

Исторический обзор

Исследование сверхпроводимости и различных характеристик сверхпро­
водящего фазового перехода является важной задачей современной физики,
имеющей важные практические приложения. Несмотря на всё более широкое
применение сверхпроводников в технологических процессах, теоретическое
описание данного явления далеко не закончено.

Для некоторых аспектов сверхпроводимости традиционно используют
некоторые известные приближения, такие как уравнение Гросса-Питаевско­
го [1, 2]. В случае сверхпроводимости это уравнение движения куперовских
пар бозонов, которое не учитывает температурные возбуждения системы и
поэтому не является корректным при ненулевых температурах. В частности,
такое приближение не позволяет предсказывать хорошо известную из экс­
перимента критическую скорость бозонных пар, разрушающую их сверхпро­
водящее состояние. Также уравнение Гросса-Питаевского не позволяет ана­
лизировать критические динамические явления — аномальный рост времён
релаксации в окрестности точки фазового перехода в сверхпроводящее состо­
яние.

Другой подход к проблеме — зависящее от времени уравнение Гинзбурга­
Ландау [1]. Это также уравнение движения бозонных куперовских пар, одна­
ко, в отличие от уравнений Гросса-Питаевского, здесь присутствует вклад,
который учитывает релаксационные процессы. Тем не менее, данное прибли­
жение соответствует т.н. «теории среднего поля» и не учитывает нарастаю­
щие флуктуации в окрестности точки фазового перехода. Для обычных сверх­
проводников теория Гинзбурга-Ландау хорошо описывает сверхпроводящий
фазовый переход [3], однако для новых материалов в условиях увеличившей­
ся точности измерений оно оказалось недостаточным [4].

Исследование сверхпроводников на основе различных феноменологиче­
ских моделей не прояснило ситуацию. Оказалось, что даже вопрос о том,
какой тип у сверхпроводящего фазового перехода, не вполне ясен; разные ра­
боты противоречили друг другу в этом вопросе, соответствующий обзор раз­
личных подходов и противоречий между ними можно найти в [5]. В любом
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случае, анализ данной проблемы должен проводиться к рамках корректно
выбранной модели и на основе многопетлевых вычислений квантово-полевой
теории возмущений.

Чтобы решить вопрос о том, какая именно эффективная модель должна
быть выбрана для корректного описания сверхпроводимости, в работе [6] изу­
чался переход от микроскопического описания к макроскопическому. Состав­
ные бозоны, которые феноменологически описывались в предыдущих подхо­
дах, очевидно, должны как-то конструироваться на уровне микроскопики,
так что их свойства логичнее не подбирать, а постараться вывести из мик­
роскопических уравнений. Соответствующие уравнения в работе [6] пишут­
ся для электронов (фермионов) в терминах так называемых «грассмановых
переменных». Сокращение описания, типичное для статистической физики,
соответствует здесь переходу к учёту длинноволновых флуктуаций, то есть
построению инфракрасно-эффективной модели (коротко говоря, ИК-эффек­
тивной).

Оказалось, что комбинация фермионных мод приводит к образованию
эффективного бозонного параметра порядка. Обсуждаемая работа позволила
обосновать стохастические уравнения критической динамики, а также пони­
мать, какие физические механизмы участвуют в формировании феноменоло­
гического параметра порядка, в частности, в его тензорной структуре.

В дальнейших работах [7,8] проводилось углублённое исследование полу­
ченного класса микроскопически обоснованных квантово-полевых моделей.
Оказалось, что на физическую систему и соответствующий ей тип фазового
перехода существенно влияет возможное наличие слоёв и подрешёток в рас­
сматриваемом веществе, а также наличие учёта магнитного взаимодействия
между электронами. Отметим, что кулоновское взаимодействие электронов
в рассматриваемых системах существенно подавлено посредством механизма
Дебая-Хюккеля. Обсуждаемые работы посвящены лишь изучению статиче­
ских свойств и не касаются вопросов, связанных с динамическими свойствами
и с динамическими критическими индексами.

С учетом этих результатов в работе [9] была построена микроскопически
обоснованная статическая модель для электронов и фононов в критической
области сверхпроводящего фазового перехода. Модель учитывала явления
типа теплопроводности и магнитного взаимодействия. Ренормировка и ана­
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лиз соответствующей статической модели были выполнены в однопетлевом
приближении. Найденные здесь четыре неподвижные точки не демонстриру­
ют устойчивого критического поведения, все они соответствуют нулевой кон­
станте магнитного взаимодействия и являются седловыми, то есть неустой­
чивыми. В обсуждаемой работе показано, что именно наличие магнитного
поля приводит к появлению данной неустойчивости, отмечается, что в отсут­
ствие магнитного поля устойчивость восстанавливается, хотя явно это можно
заметить лишь при помощи многопетлевых вычислений, сводя задачу в от­
сутствие магнитного поля к хорошо изученным моделям С и А критической
статики.

Мотивация исследования

Тем не менее, есть надежда, что корректный учёт магнитного поля воз­
можен в строгом микроскопическом подходе. Для этого следует использовать
многопетлевые вычисления и последующее пересуммирование результатов.

Основание к такой надежде даёт работа [10], в которой используется фе­
номенологическая модель типа скалярной электродинамики, предложенная
в [11], и для которой известны результаты двухпетлевого расчёта. В рабо­
те [10] был произведён инстантонный анализ модели [11], а полученные в
результате асимптотики высоких порядков были использованы для пересум­
мирования двухпетлевых результатов [11].

Оказалось, что в данном подходе появляется неподвижная точка, со­
ответствующая нетривиальному значению константы магнитного взаимодей­
ствия. Хотя данная точка получилась в [10] неустойчивой, эта неустойчивость
не является окончательным результатом. Действительно, стабилизация непо­
движной точки значительно более «чувствительна» к порядку теории возму­
щений, чем сам факт её появления. Поэтому, вполне вероятно, что устойчи­
вость может просто не наблюдаться на основе лишь двухпетлевого счёта.

Отметим, что хотя модель [11] рассматривалась авторами как феномено­
логическая, анализ, проведённый в [9] показал, что она совпадает со строго
полученной на основе микроскопического подхода моделью. Поэтому для ис­
следования в этой работе мы выбрали именно эту модель.

Нашей целью является воспроизвести результаты работы [9] в однопет­
левом случае, чтобы затем, на основе освоенной техники, иметь возможность
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заняться многопетлевыми вычислениями. Так как мы интересуемся обосно­
ванием существования неподвижной точки, нетривиальной по магнитному
взаимодействию, в нашей модели мы отбросили вклад поля 𝑚 из работы [9],
который соответствует флуктуациям поля температуры. Действительно, в
соответствии с результатами [9], есть основания предполагать, соответствую­
щие вклады не влияют на появление искомой неподвижной точки.

Поскольку наше исследовение касается самого факта существований
устойчивой неподвижной точки, нам достаточно ограничиться критической
статикой.
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ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

Исследуемое действие

Действие рассматриваемой нами модели содержит матричное поле 𝜒𝑖𝑗(𝑥),
описывающее составной параметр порядка, и векторное калибровочное поле
𝐴𝜇(𝑥), соответствующее электромагнитному взаимодействию. В простейшем
сверхпроводнике, изучением которого мы и ограничимся, матричные индек­
сы поля 𝜒 пробегают значения 1 и 2. Диапазон индекса 𝜇 = 0, 1, 2, 3 соот­
ветствует обычному четырёхвектору в электродинамике. Электромагнитное
поле задано над пространством Минковского. Так как в нашей работе мы пла­
нируем ограничиться лишь статической теорией критических явлений, поле
параметра порядка подразумавается статическим, то есть зависящим лишь
от пространственных координат.

Поля 𝜒 и 𝜒+ представляют собой матрицы 2×2 с нулевым следом, компо­
ненты которых выражаются через комплексное скалярное поле 𝜂(𝑥) и 𝜂(𝑥)*,
описывающие квантовое вещество:

𝜒 =

(︃
0 𝜂

−𝜂 0

)︃
, 𝜒+ =

(︃
0 𝜂*

−𝜂* 0

)︃
. (1)

Действие, которое мы изучаем, имеет вид

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

(︃
− 1

4
ℱ𝜇𝜈ℱ𝜇𝜈 +𝒟𝜇𝜒𝑖𝑗𝒟*𝜇𝜒+

𝑖𝑗 +
𝑔

4
(𝜒𝑖𝑗𝜒

+
𝑖𝑗)

2

)︃
. (2)

В дальнейшем мы везде подразумевам интегрирование по аргументам полей
𝜂*(𝑥), 𝐴𝑘(𝑥), опуская их для краткости, а также суммирование по повторяю­
щимся тензорным значкам.

В рассматриваемом действии слагаемое −1
4ℱ𝜇𝜈ℱ𝜇𝜈 — свободный лагран­

жиан электромагнитного поля, где тензор ℱ𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇. Второе сла­
гаемое содержит ковариантную производную 𝒟𝜇 = (𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴𝜇). Последнее
слагаемое обеспечивает самодействие поля 𝜒 — отражает электрон-фононное
взаимодействие вещества.

Отметим какими симметриями обладает приведённое действие. Имеет­
ся глобальная 𝑈(1) калибровочная симметрия, обеспечивающая сохранение
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заряда и устранение нефизичных для электромагнитного поля степеней сво­
боды. Матрица 𝜒 преобразуется как заряженное поле в 𝑈(1), отражая спино­
вую структуру электронов проводимости. При произвольном преобразовании
фазы 𝛼 поля преобразуются следующим образом:

𝜂(𝑥) → 𝑒𝑖𝛼𝜂(𝑥), 𝜂*(𝑥) → 𝑒−𝑖𝛼𝜂*(𝑥), 𝐴𝜇(𝑥) → 𝐴𝜇(𝑥)−
1

𝑒
𝜕𝜇𝛼(𝑥).

Ковариантная производная (𝜕𝑘±𝑖𝑒𝐴𝑘) и тензор ℱ𝜇𝜈 инвариантны относи­
тельно этих преобразований. При 𝛼 = const симметрия является глобальной
𝑈(1), сохраняющей число частиц (или электрический заряд).

Переход в эвклидово пространство

В условиях экспоненциально убывающего поля на масштабах, больших
дебаевского радиуса, следует пренебречь электростатическим взаимодействи­
ем электронов в среде. При этом для вектора электромагнитного поля 𝐴𝜇

компонентой 𝐴0 следует пренебречь. Переход к рассмотрению лишь простран­
ственных компонент калибровочного поля мы будем отражать в выкладках,
переходом к записи 𝐴𝑛 с латинскими индексами (𝑛 = 1, 2, 3).

В дальнейших построениях мы будем фиксировать калибровку при по­
мощи условия

𝜕𝑘𝐴𝑘 = 0. (3)

Как мы увидим, это условие позволяет доопределить пропагатор калибровоч­
ного поля.

Математически отбрасывание электростатических вкладов производит­
ся следующим образом. В трёхмерном евклидовом пространстве лагранжиан
свободного электромагнитного поля раскладывается на две части, электри­
ческую и магнитную:

ℱ𝜇𝜈ℱ𝜇𝜈 = 2ℱ𝑘0ℱ𝑘0 + ℱ𝑘𝑙ℱ𝑘𝑙. (4)

Электрическая компонента имеет вид ℱ𝑘0 = 𝜕𝑘𝐴0 − 𝜕0𝐴𝑘. Первое слагаемое
здесь несущественно из-за экранировки Дебая-Хюккеля 𝐴0 ≈ 0, второе сла­
гаемое следует отбросить в рамках критической статики. В итоге остаются
только пространственные компоненты магнитного поля ℱ𝑘𝑙 = 𝜕𝑘𝐴𝑙 − 𝜕𝑙 𝐴𝑘 с
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латинскими индексами. При этом вклад свободного электромагнитного поля
преобразуется к виду

−1

4
ℱ𝑘𝑙ℱ𝑘𝑙 =

1

2
𝐴𝑘

(︀
−𝛿𝑘𝑙𝜕

2 + 𝜕𝑘𝜕𝑙
)︀
𝐴𝑙 ≡

1

2
𝐴𝑘Δ

⊥
𝑘𝑙𝐴𝑙, (5)

где введён поперечный оператор Δ⊥
𝑘𝑙 ≡

(︀
−𝛿𝑘𝑙𝜕

2 + 𝜕𝑘𝜕𝑙
)︀

для удобства записи.
Касательно получившегося равенства стоит сказать, что были переки­

нуты производные при интегрировании по частям, получившиеся внеинте­
гральные члены же оказались равны полным производным, которые в свою
очередь убывают на границах.

Таким образом, в отличие от стандартной электродинамики, в нашей
модели можно заменить метрику на евклидову 𝛿𝜇𝜈, а также отождествить
верхние и нижние индексы.

В результате исследуемое действие приобретает вид

𝑆 = [(𝜕𝑘 + 𝑖𝑒𝐴𝑘)𝜒𝑖𝑗]
[︀
(𝜕𝑘 − 𝑖𝑒𝐴𝑘)𝜒

+
𝑖𝑗

]︀
− 1

2
𝐴𝑘Δ

⊥
𝑘𝑙𝐴𝑙 +

𝑔

4
(𝜒𝑖𝑗𝜒

+
𝑖𝑗)

2. (6)

Матричная форма параметра порядка (поле 𝜒𝑖𝑗) позволяет записать дей­
ствие в более компактной форме, отразив присущие модели симметрии. Од­
нако для реализации теории возмущений более удобно переписать действие
в терминах его матричных компонент — поля 𝜂.

При упрощении действия (6) удобно пользоваться тождеством

𝜒𝑖𝑗𝜒
+
𝑖𝑗 = 2𝜂𝜂*.

В результате получаем

𝑆 = 4𝜕𝑘𝜂𝜕𝑘𝜂
* − 1

2
𝐴𝑘Δ

⊥
𝑘𝑙𝐴𝑙 − 4𝑖𝑒𝐴𝑘𝜂

*𝜕𝑘𝜂 + 2𝑒2𝐴𝑘𝐴𝑘𝜂𝜂
* + 𝑔𝜂𝜂*𝜂𝜂*. (7)

Исследуемое действие естественным образом разбивается на часть, со­
держащую лишь квадратичные по полям члены (𝑆0), и вклад старших степе­
ней (𝑆1) полей:

𝑆 = 𝑆0 + 𝑆1; (8)

𝑆0 = 4(𝜕𝑘𝜂)(𝜕𝑘𝜂
*)− 1

2
𝐴𝑘Δ

⊥
𝑘𝑙𝐴𝑙; (9)

9



𝑆1 = −4𝑖𝑒𝐴𝑘𝜂
*𝜕𝑘𝜂 + 2𝑒2𝐴𝑘𝐴𝑘𝜂𝜂

* + 𝑔(𝜂𝜂*)2. (10)

Первое слагаемое в 9 определяет пропагатор поля 𝜒, второе соответству­
ет пропагатору электромагнитного поля. Обозначим эти пропагаторы 𝐺𝜒 и
𝐺𝐴 соответственно. Слагаемые (10) соответствуют трём вершинам диаграмм­
ной техники.

Вычисление пропагаторов 𝐺𝜒 и 𝐺𝐴

Вычислим пропагаторы, соответствующие свободному действию 𝑆0. Для
этого необходимо найти операторы обратные, полученным квадратичным
формам, известно, что пропагатор совпадает с функцией Грина соответству­
ющей дифференциальному уравнению.

Чтобы вычислить 𝐺𝜒, перейдём к Фурье-образам полей

𝜂(𝑥)
F−→ 𝜂(𝑝)

и произведём необходимые свёртки в выражении (𝜕𝑘𝜂)(𝜕𝑘𝜂
*).

Вычисления мы будем проводить в 𝐷-мерном пространстве. Имеем:

4

∫︁
𝑑4𝑥(𝜕𝑘𝜂)(𝜕𝑘𝜂

*) =

∫︁
𝑑4𝑥

[︂∫︁
𝑑𝐷𝑝

(2𝜋)4
𝑖𝑝𝑘4𝜂(𝑝)𝑒

𝑖𝑝𝑥

∫︁
𝑑𝐷𝑞

(2𝜋)4
𝑖𝑞𝑘𝜂

*(𝑝)𝑒𝑖𝑞𝑥
]︂
, (11)

здесь мы учли, что в результате преобразования Фурье производные обратят­
ся в компоненты соответствующего волнового вектора 𝑘:[︃

𝜕𝑛
F−→ 𝑖𝑝𝑛

𝜕𝑛𝜕𝑛
F−→ −𝑝2𝑛

]︃
.

Упрощаем выражение (11):∫︁
𝑑𝐷𝑥

∫︁
𝑑𝐷𝑝

(2𝜋)𝐷

∫︁
𝑑𝐷𝑞

(2𝜋)𝐷
(−𝑝𝑘𝑞𝑘)2𝜂(𝑝)2𝜂

*(𝑞)𝑒𝑖(𝑝+𝑞)𝑥.

Вычислим интеграл по переменной 𝑥, получим∫︁
𝑑𝐷𝑝

(2𝜋)𝐷

∫︁
𝑑𝐷𝑞

(2𝜋)𝐷
(−𝑝𝑘𝑞𝑘)2𝜂(𝑝)2𝜂

*(𝑞)(2𝜋)𝐷𝛿𝐷(𝑝+ 𝑞) =

10



= 4

∫︁
𝑑𝐷𝑝

(2𝜋)𝐷
𝜂(𝑝)𝑝2𝜂*(−𝑝).

Мы получили, что в импульсном пространстве квадратичная часть действия
для поля 𝜒 записывается в виде∫︁

𝑑𝐷𝑝

(2𝜋)𝐷
𝜂(−𝑝)𝐾(𝑝) 𝜂(𝑝),

где оператор квадратичной формы 𝐾(𝑝) = 4𝑝2. Пропагатор 𝐺𝜒(𝑝) определя­
ется как обратный к этому оператору:

𝐾(𝑝)𝐺𝜒(𝑝) = 1,

что в явном виде даёт результат для пропагатора свободного поля 𝜒 в им­
пульсном представлении:

𝐺𝜒(𝑝) =
1

4𝑝2
. (12)

Теперь перейдём к поиску следующего пропагатора, 𝐺𝐴
𝑚𝑛. Для этого ана­

логичным образом исследуем вклад в действие 1
2𝐴𝑘Δ

⊥
𝑘𝑙𝐴𝑙. В терминах Фурье­

образа векторного поля
𝐴𝑘(𝑥)

F−→ 𝐴𝑘(𝑝)

второе слагаемое в (9) легко переписывается в виде

1

2

∫︁
𝑑𝐷𝑥𝐴𝑛

(︀
−𝜕2𝛿𝑛𝑚 + 𝜕𝑚𝜕𝑛

)︀
𝐴𝑚 =

=

∫︁
𝑑𝐷𝑘

(2𝜋)𝐷

(︂
1

2
𝐴𝑛(−𝑘)𝑘2𝐴𝑚(𝑘)−

1

2
𝐴𝑛(−𝑘)𝑘𝑚𝑘𝑛𝐴𝑛(𝑘)

)︂
=

=
1

2

∫︁
𝑑𝐷𝑘

(2𝜋)𝐷
𝐴𝑚(−𝑘)

(︀
𝑘2𝛿𝑚𝑛 − 𝑘𝑚𝑘𝑛

)︀
𝐴𝑛(𝑘).

Напомним, что индексы пробегают значения 𝑚,𝑛 = 1, 2, 3.
Выбранная нами ранее кулоновская калибровка в импульсном простран­

стве соответствует условию поперечности:

𝜕𝑛𝐴𝑛 = 0
F−→ 𝑝𝑛𝐴𝑛(𝑝) = 0.

Это условие устраняет продольные моды поля рассматриваемого векторного
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поля. Свойство поперечности наследует и искомый пропагатор. Математиче­
ски это означает следующее:

𝑘𝑚𝐺𝑚𝑛(𝑘) = 𝐺𝑚𝑛(𝑘)𝑘𝑛 = 0. (13)

Заметим, что оператор свободного поля имеет вид 𝐶𝑚𝑛 = 𝑘2𝛿𝑚𝑛 − 𝑘𝑚𝑘𝑛

и поэтому вырожден на продольных векторах (𝐶𝑚𝑛𝑘𝑚 = 0). Это означает,
что он необратим во всём пространстве. Однако ограничение в виде условия
поперечности позволяет однозначно определить обратный оператор:

𝐺𝑚𝑛(𝑘) =
1

𝑘2

(︂
𝛿𝑚𝑛 −

𝑘𝑚𝑘𝑛
𝑘2

)︂
≡ 𝑃⊥

𝑚𝑛(𝑘)

𝑘2
, (14)

здесь 𝑃⊥
𝑚𝑛(𝑘) — поперечный проектор.

Поперечность пропагатора 𝑘𝑚𝑃
⊥
𝑚𝑛 = 0 гарантирует, что при вычислении

диаграмм Фейнмана продольные компоненты импульса автоматически сокра­
щаются, так что в петлевых интегралах остаются только физичные моды.

Каждому из найденных пропагаторов сопоставим линии диаграммной
техники. Сопряженное поле 𝜂* будем помечать вертикальной чертой:

⟨𝐴𝐴⟩ =

⟨𝜂𝜂*⟩ =

Построение диаграммной техники Фейнмана

Для вычисления корреляторов ⟨𝜂𝜂*⟩, ⟨𝜂𝐴𝑛𝜂
*⟩, ⟨𝐴𝑛𝐴𝑚⟩, ⟨𝜂𝐴𝑛𝐴𝑚𝜂

*⟩ необ­
ходимо применять квантовополевую теорию возмущений. Здесь мы ввели обо­
значение

⟨. . .⟩ =
∫︁

𝐷𝜂𝐷𝜂*𝐷𝐴𝑒−𝑆0𝑒−𝑆1 . . . , (15)

для функционального интеграла по всем полям теории.
Для построения теории возмущений экспоненту от взаимодействующей

части действия 𝑒−𝑆1 разлагаем в ряд Тейлора по степеням 𝑆1:

𝑒−𝑆1 =
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

𝑛!
(𝑆1)

𝑛. (16)
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При этом под степенью (𝑆1)
𝑛 подразумевается 𝑛-кратное произведение инте­

гралов по пространственным координатам, а усреднение членов ряда вычис­
ляется с помощью гауссова интеграла от 𝑒−𝑆0 по правилам теоремы Вика.

В результате

⟨...⟩ =
∫︁

𝐷𝜂𝐷𝜂*𝐷𝐴𝑒−𝑆0...

[︃
1− 4𝑒𝐴𝑘𝜂

*𝜕𝑘𝜂 + 2𝑒2𝐴𝑘𝐴𝑘𝜂𝜂
* + 𝑔(𝜂𝜂*)2+

1

2!

(︁
− 4𝑒𝐴𝑘𝜂

*𝜕𝑘𝜂 + 2𝑒2𝐴𝑘𝐴𝑘𝜂𝜂
* + 𝑔(𝜂𝜂*)2

)︁2]︃
. (17)

Каждому такому объекту сопоставляется ряд по теории возмущений,
члены этого ряда конструируются следующим образом. Каждому члену из
предэкспоненты графически сопоставляется вершина. Поля, которые входят
в выражение для вершины вместе с производной (например, 4𝑖𝑒𝐴𝑘𝜂

*𝜕𝑘𝜂),
будем помечать стрелочкой, направленной к упомянутой вершине.

В наших обозначениях слагаемые действия (10) соответствуют следую­
щим вершинам диаграммной техники:

(а) Вершины диаграммной техники 4𝑖𝑒𝐴𝑘𝜂
*𝜕𝑘𝜂, 2𝑒2𝐴𝑘𝐴𝑘𝜂𝜂

* и 𝑔(𝜂𝜂*)2.

Наша задача — построить однопетлевое приближение, то есть все диа­
граммы, имеющие в своём строении один замкнутый путь между вершинами.
Для каждого рассматриваемого коррелятора необходимые диаграммы приве­
дены в таблице 1.

Пример вычисления диаграммы

Поскольку вычисления диаграмм достаточно однотипные, проиллюстри­
руем их подробно лишь на примере одной диаграммы. Для рассмотрения
выберем диаграмму D 2.1.

Мы будем работать с диаграммами в размерной регуляризации в схе­
ме минимальных вычитаний. Логарифмическая размерность нашей модели
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⟨𝜂𝜂*𝜂𝜂*⟩ D 1.1 D 1.2

⟨𝜂𝜂*⟩ D 2.1

⟨𝐴𝑖𝐴𝑗⟩ D 3.1

⟨𝐴𝑖𝐴𝑗𝜂𝜂
*⟩ D 4.1 D 4.2 D 4.3

⟨𝐴𝑖𝜂𝜂
*⟩ D 5.1 D 5.2

Таблица 1. Нетривиальные однопетлевые диаграммы

равна четырём. Поэтому следует проводить вычисления в пространстве раз­
мерности 𝐷 = 4 − 2𝜀, считая параметр 𝜀 малым и вычисляя для каждой
диаграммы полюсной по 𝜀 вклад.

В импульсном представлении рассматриваемая диаграмма может быть
записана следующим образом:

D 2.1 = −
∫︁

𝑑𝑘

(2𝜋)𝐷
(𝑝− 𝑘)𝑗𝑝𝑖
(𝑝− 𝑘)2

𝛿𝑖𝑗 − 𝑘𝑖𝑘𝑗
𝑘2

𝑘2
. (18)
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Раскроем скобки и воспользуемся поперечностью поля∫︁
𝑑𝑘

(2𝜋)𝐷
(𝑝𝑗𝑝𝑖 − 𝑝𝑖𝑘𝑗)

(𝑝− 𝑘)2
𝛿𝑖𝑗 − 𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑘2

𝑘2
=

=

∫︁
𝑑𝑘

(2𝜋)𝐷
𝑝𝑗𝑝𝑖

(𝑝− 𝑘)2
𝛿𝑖𝑗 − 𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑘2

𝑘2
− 𝑝𝑖𝑘𝑗

(𝑝− 𝑘)2
𝛿𝑖𝑗 − 𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑘2

𝑘2
=

= 𝑝𝑖𝑝𝑗

∫︁
𝑑𝑘

(2𝜋)𝐷

[︂
𝛿𝑖𝑗

𝑘2(𝑝− 𝑘)2
− 𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑘4(𝑝− 𝑘)2

]︂
.

Разобьём интеграл на два слагаемых D 2.1 (а) и D 2.1 (б). Первое и из них
сразу вычисляется

D 2.1 (а) =
∫︁

𝑑𝑘

(2𝜋)𝐷
𝛿𝑖𝑗

𝑘2(𝑝− 𝑘)2
= 𝛿𝑖𝑗(4𝜋)

−𝐷/2𝐻(1, 1, 𝐷 − 2)(𝑝2)𝐷/2−2, (19)

здесь, в соответствии с [12], введено обозначение

𝐻(1, 1, 𝐷 − 2) ≡ 𝐻(1)𝐻(1)𝐻(𝐷 − 2), 𝐻(𝑧) =
Γ(𝐷/2− 𝑧)

Γ(𝑧)
.

Для слагаемого (D 2.1 (б)) воспользуемся свойством преобразования Фурье
𝜕𝑗

ℱ−→ −𝑖𝑘𝑗

D 2.1 (б) =
∫︁

𝑑𝑘

(2𝜋)𝐷
𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑘4(𝑝− 𝑘)2
=

= (4𝜋)−𝐷/2𝐻(1, 1, 𝐷 − 2)
(𝑝2)𝐷/2−2

2

[︂
𝛿𝑖𝑗 +

(︁
2− 𝐷

2

)︁𝑝𝑖𝑝𝑗
𝑝2

]︂
. (20)

Теперь соберём все вместе:

D 2.1 = −𝑝𝑖𝑝𝑗(D 2.1 (а) − D 2.1 (б)) = (21)

= −𝑝𝑖𝑝𝑗(4𝜋)
−𝐷/2𝐻(1, 1, 𝐷 − 2)(𝑝2)𝐷/2−2

[︂
𝛿𝑖𝑗 −

1

2
𝛿𝑖𝑗 −

1

2

(︂
2− 𝐷

2

)︂
𝑝𝑖𝑝𝑗
𝑝2

]︂
=

= −(4𝜋)−𝐷/2𝐻(1, 1, 𝐷 − 2)(𝑝2)𝐷/2−2

[︂
1

2
𝛿𝑖𝑗𝑝𝑖𝑝𝑗 −

1

2

(︂
2− 𝐷

2

)︂
𝑝𝑖𝑝𝑗
𝑝2

𝑝𝑖𝑝𝑗

]︂
=

= −(4𝜋)−𝐷/2𝐻(1, 1, 𝐷 − 2)(𝑝2)𝐷/2−2

[︂
1

2
𝑝2 − 1

2

(︂
2− 𝐷

2

)︂
𝑝2
]︂
. (22)

Вклад рассматриваемой диаграммы в константы ренормировки опреде­
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ляется её полюсом первого порядка по 𝜀. Вычислим его.
Для сокращения записи, следуя [12], введём обозначение ||𝑧|| ≡ Γ(𝑧).

Тогда

D 2.1 = −(4𝜋)𝜀
1

16𝜋2

||1− 𝜀||
||1||

||1− 𝜀||
||1||

||𝜀||
||2− 2𝜀||

(𝑝2)−𝜀(𝑝2)

[︂
1

2
− 1

2
(𝜀)

]︂
=

= −(1 + 2𝛾𝐸𝜀)

(︂
1

𝜀

)︂
(1− 2𝜀(𝛾𝐸 − 1))(1 + 𝜀 ln 4𝜋)(1− 2𝜀 ln 𝑝)(𝑝2)

[︂
1

2
− 1

2
(𝜀)

]︂
=

= − 𝑝2

2 · 16𝜋2𝜀
(23)

Теперь полученный полюс нужно домножить на коэффициент (−16𝑒2), кото­
рый мы получили из разложения Тейлора (16).

Осталось обсудить симметрийный коэффициент. Очевидно, что постро­
ить такую диаграмму в рамках теоремы Вика можно несколькими способами.
Этому соответствует множитель — «симметрийный коэффициент».

Поле в вершине можно либо соединить пропагатором с другой верши­
ной, либо с внешним полем. Два вершинных поля между собой можно со­
единить двумя способами, а с внешними полями — одним. Сложим вместе
полученные комбинаторные результаты и получим множитель 3. Также сто­
ит учесть двойку из разложения экспоненты, ведь рассматриваемая диаграм­
ма состоит из двух вершин. В итоге получаем симметрийный коэффициент
равный 3/2.

Результатом для данной диаграммы является итоговое значение: 3
4𝜋2𝜀 .

Результаты

Проводя аналогичные рассчёты для всех диаграмм, перечисленных в
таблице 1, мы получили следующие результаты:
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⟨𝜂𝜂*𝜂𝜂*⟩
D 1.1 5𝑔2

4𝜋2𝜀

D 1.2 6𝑒4

𝜋2𝜀

⟨𝜂𝜂*⟩ D 2.1 3𝑒2

4𝜋2𝜀

⟨𝐴𝑖𝐴𝑗⟩ D 3.1 − 𝑒2

24𝜋2𝜀

⟨𝐴𝑖𝐴𝑗𝜂𝜂
*⟩

D 4.1 𝑔𝑒2

2𝜋2𝜀

D 4.2 − 𝑔𝑒2

2𝜋2𝜀

D 4.3 3𝑒4

2𝜋2𝜀

⟨𝐴𝑘𝜂𝜂
*⟩

D 5.1 − 3𝑖𝑒3

4𝜋2𝜀

D 5.2 − 3𝑖𝑒3

4𝜋2𝜀

Таблица 2. полюса 1/𝜀.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сравнивая наши результаты с результатами работы [9], мы обнаружили,
что смогли их воспроизвести. Во-первых, это означает, что в соответствую­
щей работе отсутствуют опечатки и результаты её верны. Во вторых, получен­
ный при вычислениях опыт позволяет нам приступить к более амбициозной
задаче — проверке и улучшении результатов [11] и проверке предположения
работы [10] о существовании устойчивой неподвижной точки, обладающей
нетривиальным поведением относительно учёта магнитного взаимодействия
в сверхпроводниках.
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