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Введение

Теоретическое описание феномена диссипации и динамики флуктуаций в квантовых
равновесных и неравновесных многочастичных системах является интересной и важной
проблемой в современной экспериментальной и теоретической физике [1–4]. Физически
природа диссипации связана с наличием взаимодействия как внутри системы, так и с её
окружением. Однако, чтобы полностью понять этот феномен, требуется более детальное
теоретическое рассмотрение. Исторически, первые попытки описать диссипацию из пер-
вых принципов квантовой механики, по видимому, были предприняты в работе Фейнмана
и Вернона [5; 6]. Предложенный подход заключался в помещении системы (в простейшем
случае с конечномерным гильбертовым пространством) в модельное окружение, напри-
мер в систему гармонических осцилляторов [7]. В ряде случаев эффекты диссипации в
системах с модельным окружением могут обсуждаться путём точного решения модели.
Дальнейшие исследования в этой области привели к созданию теории открытых кванто-
вых систем [8]. Основным инструментом данного формализма является так называемое
уравнение Линдбланда [9–11]. Оно представляет собой обобщение стандартного уравнения
Неймана для матрицы плотности на случай марковской диссипативной и негамильтоновой
эволюции [12]

𝑑

𝑑𝑡
𝜌 =

1

𝑖~
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𝐻̂,𝜌
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1

2~
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†
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]︀
+
[︀
𝑉𝑘,𝜌𝑉

†
𝑘

]︀)︁
,

где 𝜌 – матрица плотности, 𝐻̂ – гамильтониан системы. В данное уравнения входят допол-
нительные к уравнению Неймана слагаемые с некоторыми операторами 𝑉𝑘, моделирующие
взаимодействие системы и окружения. Стандартными проблемами данного формализма
являются выбор конкретного вида операторов 𝑉𝑘, модифицирующих для различных мо-
делей уравнение Неймана и сложность микроскопического обоснования данного выбора1.

Как известно, диссипация стандартно описывается в терминах кинетических коэф-
фициентов. Стандартным результатом о микроскопической структуре кинетических ко-
эффициентов являются формулы Грина – Кубо [1; 2; 17; 18]. Корреляторы, возникающие
в данном подходе, имеют довольно сложную структуру, и их вычисление доступно пре-
имущественно в рамках компьютерного моделирования [19–21]. Подробный вывод общей
формулы для кинетических коэффициентов линейной гидродинамики в формализме про-
ектирующих операторов Мори можно найти в [1; 2]. Обобщение метода Мори на нели-
нейный случай проведено в работе [22], однако такой подход не получил широких прило-
жений. Также заметим, что методы теории линейного отклика (к которым, в частности,
относятся формулы типа Грина – Кубо) применительно к квантовым системам исполь-
зуют метод аналитического продолжения температурных функций Грина [23], однако в
сложных ситуациях использование чисто температурных методов кажется менее прозрач-
ным по сравнению с временными функциями Грина [24], непосредственно учитывающих
динамику.

1Должна существовать, по видимому, непосредственная связь между задачей выбора набора операто-
ров 𝑉𝑘 и формализмом, разрабатываемым в рамках данной работы [13–16].
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Мы же будем интересоваться возможностью построения гидродинамики из мик-
роскопического гамильтониана, используя квантово-полевые методы [25]. Мотивацией к
этому служила старая проблема критической динамики о выборе правильной системы
феноменологических гидродинамических моделей (наиболее известно семейство моделей
𝐴, 𝐵, 𝐶 . . .), описывающей релаксацию параметра порядка и по которой возможно вы-
числение динамического критического индекса [26]. Критическая динамика, как известно,
обладает куда меньшей универсальностью, чем критическая статика2. Наличие большого
количества классов универсальности приводит к тому, что зачастую выбор между раз-
личными феноменологическими моделями довольно сложен, и встаёт вопрос, можно ли
построить искомую модель, исходя из микроскопических соображений. Наиболее общий
вид системы мезоскопических гидродинамических уравнений, описывающей релаксацию
параметра порядка и согласованной с уравнением Фоккера-Планка, может быть записан
как [26]

𝜕𝑡𝜙𝑎 = (𝛼𝑎𝑏 + 𝛽𝑎𝑏)
𝛿𝑆𝑠𝑡

𝛿𝜙𝑏
+ 𝜁𝑎. (1)

Здесь {𝜙𝑎} – набор мягких мод (в том числе поля параметра порядка), элементы симмет-
ричной матрицы 𝛼𝑎𝑏 называются коэффициентами Онзагера (или кинетическими коэффи-
циентами), элементы антисимметричной матрицы 𝛽𝑎𝑏 называются межмодовыми связями,
𝑆𝑠𝑡 – статическое действие, 𝜁𝑎 – гауссов случайный шум ∀𝑎. Проблему выбора гидродина-
мических уравнений удалось разрешить из микроскопических соображений, например, в
работе [27] для 𝜆-перехода в Бозе-системе. Было доказано, что правильной гидродинами-
ческой моделью в этом случае является3 самая простая модель 𝐴4,

𝜕𝑡𝜙 = 𝜆

[︂
∆𝜙− 𝜏𝜙− 𝑔

6
𝜙3

]︂
+ 𝜁, (2)

где 𝜙 – линейная комбинация полей параметра порядка, 𝜆 – кинетический коэффициент,
статическим действием является действие модели 𝜙4. До этого феноменологические сооб-
ражения указывали на необходимость использования в этой ситуации куда более сложной
модели 𝐹 [28; 29]

𝜕𝜓 = 𝜆(1 + 𝑖𝑏)

[︂
∆𝜓 − 𝑔1

3
(𝜓+𝜓)𝜓 + 𝑔2𝑚𝜓

]︂
+ 𝑖𝜆𝑔3𝜓

[︀
𝑔2𝜓

+𝜓 −𝑚
]︀

+ 𝜁𝜓,

𝜕𝑡𝜓
+ = 𝜆(1 − 𝑖𝑏)

[︂
∆𝜓+ − 𝑔1

3
(𝜓+𝜓)𝜓+ + 𝑔2𝑚𝜓

]︂
− 𝑖𝜆𝑔3𝜓

+
[︀
𝑔2𝜓

+𝜓 −𝑚
]︀

+ 𝜁𝜓+ , (3)

𝜕𝑡𝑚 = −𝜆𝑢∆
[︀
𝑔2𝜓

+𝜓 −𝑚
]︀

+ 𝑖𝜆𝑔3
[︀
𝜓+∆𝜓 − 𝜓∆𝜓+

]︀
+ 𝜁𝑚

или модели 𝐸, являющуюся её частным случаем 𝑏 = 𝑔2 = 0. Здесь 𝜓 и 𝜓+ – комплексные
поля параметра порядка, поле 𝑚 отвечает за флуктуации плотности и температуры, 𝑔𝑖, 𝑏
и 𝑢 – константы связи, 𝜆 – коэффициент Онзагера.

2Tо есть для моделей с одинаковыми статическими индексами динамические индексы могут разли-
чаться.

3С точностью до линейной замены полей.
4Похожий анализ для спиновых систем на кубической решётке проводился в работе [16].
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Видно, что использование микроскопических методов позволило существенно про-
двинуться в задаче о выборе правильной системы уравнений, описывающей критическую
динамику. В связи с этим возникает идея отказаться от специфики критического поведе-
ния и поставить задачу о выводе из микроскопического гамильтониана гидродинамиче-
ских уравнений для произвольных термодинамических состояний. Это могло бы позволить
продвинуться в проблемах обоснования диссипации и вычисления кинетических коэффи-
циентов в многочастичных системах из первых принципов. Так как легче работать с рав-
новесными состояниями, то под гидродинамическими уравнениями естественно понимать
уравнения релаксации мягких мод равновесных флуктуаций. В работе [30] на примере
модели 𝐹 показано, что микроскопическим аналогом уравнений (1) являются уравнения
Дайсона-Швингера [26;31]. Их можно привести к виду (1), где роль случайной силы 𝜁𝑎 бу-
дет играть некоторая комбинация жёстких мод полей микроскопической модели, причём
вне критической области статистика микроскопического аналога случайной силы не будет
гауссовой. Однако, притом, что имеется возможность написать микроскопический аналог
гидродинамических уравнений, вопрос о вычислении кинетических коэффициентов в дан-
ном подходе остаётся открытым. Вычисление кинетических коэффициентов в некоторой
упрощённой системе и будет основной задачей данной работы.

В данной выпускной квалификационной работе исследуется вопрос о структуре и
вычислении кинетических коэффициентов в произвольном равновесном состоянии выше
критической точки квантовых многочастичных системах. Для демонстрации основных
идей будем интересоваться динамикой равновесных флуктуаций в упрощённой ферми-
или бозе- системе со слабым локальным бесструктурным взаимодействием. Естественным
инструментом построения теории возмущений в данной задаче является формализм вре-
менных функций Грина при конечной температуре, динамика которых оказывается зада-
на на контуре Келдыша – Швингера (основы данного подхода и необходимую литературу
можно найти в [2;24;32–39]). Обнаружилось, аналогично случаю критической области [40],
что начиная со второго порядка теории возмущений для временных функций Грина при
конечной температуре присутствуют так называемые “пинчевые” сингулярности (особен-
ности на больших временных масштабах специального вида) [23; 41–45], специфические
для квантово-полевых моделей5. Диаграммы, содержащие данные сингулярности, были
регуляризованы и вычислены в двухпетлевом приближении. Было замечено, что прове-
дение данной процедуры с последующим “одеванием” параметра регуляризации по урав-
нению Дайсона позволяет доказать наличие в полной двухточечной функции Грина экс-
поненциального по времени затухания, чего не наблюдалось на уровне пропагаторов. То
есть, наличие пинчевых сингулярностей в данной системе приводит к затуханию в ква-
зичастичном спектре. В данной работе в двухпетлевом приближении будет показано, что
можно явно вычислить затухающий экспоненциальный фактор как функцию температу-
ры и химического потенциала.

5Заметим, что похожие сингулярности теории возмущений Келдыша были замечены при описании
динамики релятивистских частиц на искривлённом пространственно-временном фоне, в данной деятель-
ности используются близкие нам идеи [46–49].
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Временные функции Грина при конечной температуре

Будем рассматривать нерелятивистскую равновесную ферми- или бозе- систему со
слабым взаимодействием типа “плотность – плотность”. Для иллюстрации наших идей
конкретный вид потенциала не будет играть значительной роли, поэтому будем работать в
приближении локального потенциала. Обобщение на случай произвольного потенциала не
представляет затруднений, однако в общем случае вычисление фейнмановских диаграмм
становится гораздо более трудоёмким. Будем предполагать однородность и изотропность
в пространстве рассматриваемой системы. Широко известный модельный гамильтониан
[50;51] этой системы есть6

𝐻̂ =

∫︁
𝑑x𝜓+(x,𝑡)

(︂
− ∆

2𝑚
− 𝜇

)︂
𝜓(x,𝑡) + 𝑔

∫︁
𝑑x 𝜓+(x,𝑡)𝜓(x,𝑡)𝜓+(x,𝑡)𝜓(x,𝑡). (4)

Здесь 𝑚 – масса одной частицы, 𝜓 и 𝜓+ – фермионные или бозонные операторы поля,
𝑔 – константа связи, 𝜇 – химический потенциал. Здесь и далее, если не указано иного, ин-
тегралы подразумеваются взятыми в бесконечных пределах, суммирование по спиновым
индексам операторов поля подразумеваются.

Будем описывать динамику равновесных флуктуаций данной системы с точки зре-
ния временных функций Грина при конечной температуре. В этом формализме основные
объекты есть 2-𝑛 точечные функции Грина

𝐺2𝑛 = Sp
(︀
T
[︀
𝜓(x2𝑛,𝑡2𝑛) . . . 𝜓(x𝑛,𝑡𝑛)𝜓+(x𝑛−1,𝑡𝑛−1) . . . 𝜓

+(x2,𝑡2)𝜓
+(x1,𝑡1)

]︀
𝜌
)︀
, (5)

где Sp – след в квантово-механическом смысле, 𝜌 – матрица плотности, описывающая
статистическое распределение в системе в некий начальный момент времени 𝑡𝑖𝑛, T[. . .] –
операция временного упорядочения. Квантовые поля рассматриваются в представлении
Гейзенберга:

𝜓(x,𝑡𝑘) = 𝑒𝑖𝐻̂(𝑡𝑘−𝑡𝑖𝑛)𝜓(x)𝑒−𝑖𝐻̂(𝑡𝑘−𝑡𝑖𝑛), 𝑘 = 1,2 . . . 2𝑛, (6)

где 𝜓(x) оператор поля в представлении Шрёдингера в начальный момент времени 𝑡𝑖𝑛. В
данной задаче естественно не фиксировать число частиц, поэтому будем предполагать, что
матрица плотности 𝜌 описывает распределение Гиббса большого канонического ансамбля
с обратной температурой 𝛽 = 1/𝑇 . Будем считать, что температура 𝑇 выше температу-
ры всех возможных фазовых переходов, так как дальнейшее рассмотрение справедливо
в случае отсутствия аномальных средних. Диаграммная техника для функций Грина (5)
обсуждалась в работах [27; 40; 52] с точки зрения операторного формализма [31]. Этот
подход технически более сложен, поэтому мы примем точку зрения, основанную на функ-
циональном интеграле. Можно показать7, что диаграммная техника может быть получена

6В данной работе ~ = 1 и константа Больцмана 𝑘𝐵 = 1.
7Для доказательства этого факта достаточно применить формулу Фейнмана-Каца [53] к (5).
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𝑡𝑖𝑛 − 𝑖𝛽

𝑡𝑖𝑛 𝑡𝑓

𝑡

𝑅

𝐴
𝑇

Рис. 1 Контур Келдыша – Швингера

из производящего функционала вида [54]∫︁
𝒟𝜓+𝒟𝜓 𝑒𝑖𝑆+𝐴

+𝜓+𝐴𝜓+

. (7)

Здесь 𝐴 и 𝐴+ – поля источников, символ 𝒟 обозначает функциональное интегрирование,
𝜓 и 𝜓+ – бозонные или фермионные поля. Действие 𝑆 может быть записано в форме

𝑆 =

∫︁
𝐶

𝑑𝑡

[︃
𝜓+(x,𝑡)

(︁
𝑖𝜕𝑡 +

∆

2𝑚
+ 𝜇
)︁
𝜓(x,𝑡) − 𝑔

(︁
𝜓+(x,𝑡)𝜓(x,𝑡)𝜓+(x,𝑡)𝜓(x,𝑡)

)︁]︃
, (8)

где 𝐶 есть контур Келдыша – Швингера [55–57] (Рис.1). Форма действия (8) отражает тот
факт, что имеется набор полей 𝜓𝑅, 𝜓𝐴, 𝜓𝑇 (и сопряжённые к ним), индексы 𝑅 (Retarded), 𝐴
(Advanced), 𝑇 (Temperature) соответствуют прямолинейному участку контура, на котором
определены соответствующие поля. На контуре Келдыша – Швингера предполагаются
следующие граничные условия:

𝜓𝑅(𝑡𝑓 ) = 𝜓𝐴(𝑡𝑓 ), 𝜓𝐴(𝑡𝑖𝑛) = 𝜓𝑇 (𝑡𝑖𝑛), 𝜓𝑅(𝑡𝑖𝑛) = ±𝜓𝑇 (𝑡𝑖𝑛 − 𝑖𝛽). (9)

Здесь и далее мы используем нотацию ± и ∓, верхний знак используется в бозонном слу-
чае, а нижний в фермионном. Первые два условия (9) являются условиями непрерывности
полей на контуре Келдыша – Швингера, третье условие есть стандартная симметрия в бо-
зонном случае и анти-симметрия в фермионном случае на температурной части контура,
аналогично теории температурных функций Грина [31].

Посредством ⟨. . .⟩0 обозначим усреднение полей с гауссовым весом exp (−𝑆0), где 𝑆0

отличается от квадратичной по полям части действия (8) множителем −𝑖. Пропагаторы
⟨𝜓𝑖 (x,𝑡)𝜓+

𝑗 (x′,𝑡′)⟩0 ≡ 𝐺𝑖𝑗+(x,𝑡,x′,𝑡′) определены решением матричного уравнения [31]

(︂
𝜕𝑡 − 𝑖

∆

2𝑚
− 𝑖𝜇

)︂⎛⎜⎝⟨𝜓𝑅𝜓+
𝑅⟩0 ⟨𝜓𝑅𝜓+

𝐴⟩0 ⟨𝜓𝑅𝜓+
𝑇 ⟩0

⟨𝜓𝐴𝜓+
𝑅⟩0 ⟨𝜓𝐴𝜓+

𝐴⟩0 ⟨𝜓𝐴𝜓+
𝑇 ⟩0

⟨𝜓𝑇𝜓+
𝑅⟩0 ⟨𝜓𝑇𝜓+

𝐴⟩0 ⟨𝜓𝑇𝜓+
𝑇 ⟩0

⎞⎟⎠ = 𝛿(𝑡− 𝑡′)𝛿(x− x′)

⎛⎜⎝1 0 0

0 −1 0

0 0 1

⎞⎟⎠ (10)

с граничными условиями, согласованными с (9). Пропагаторы имеют индексы 𝑖,𝑗 ∈
{𝑅, 𝐴, 𝑇} соответствующих полей. Решая уравнение (10) в импульсно – временном пред-
ставлении, получаем
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𝐺𝑅𝑅+ =
(︀
𝜃(𝑡− 𝑡′) ± 𝑛(𝜀)

)︀
𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡

′), 𝐺𝑅𝐴+ = 𝑛(±𝜀)𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡′), 𝐺𝑅𝑇+ = ±𝑛(𝜀)𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡
′),

(11)

𝐺𝐴𝐴+ =
(︀
− 𝜃(𝑡′ − 𝑡) ± 𝑛(±𝜀)

)︀
𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡

′), 𝐺𝐴𝑅+ = 𝑛(−𝜀)𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡′), 𝐺𝐴𝑇+ = ±𝑛(𝜀)𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡
′),

(12)

𝐺𝑇𝑇+ =
(︀
𝜃(𝑡− 𝑡′) ± 𝑛(𝜀)

)︀
𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡

′), 𝐺𝑇𝑅+ = 𝑛(−𝜀)𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡′), 𝐺𝑇𝐴+ = ±𝑛(−𝜀)𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡′).
(13)

где 𝜃(𝑡 − 𝑡′) есть функция Хевисайда, 𝑛(𝜀) = (𝑒𝛽𝜀 ∓ 1)−1 есть среднее число заполнения
уровня с энергией 𝜀 = p2/2𝑚 − 𝜇, p есть импульс, канонически сопряжённый в смысле
Фурье с (x− x′).

Следуя методу Келдыша и используя произвол в выборе 𝑡𝑖𝑛 и 𝑡𝑓 , удобно рассматри-
вать систему в пределе 𝑡𝑖𝑛 → −∞, 𝑡𝑓 → +∞ в виду удобства дальнейшего использования
интегрального преобразования Фурье. После взятия данного предела система становится
однородной во времени (2). Это согласовано с логикой гидродинамического рассмотрения

𝑡

𝑅

𝐴

Рис. 2 Контур Келдыша – Швингера в пределе 𝑡𝑖𝑛 → −∞, 𝑡𝑓 → +∞.

системы в том смысле, что мы интересуемся поведением корреляторов на больших мас-
штабах времён. Начальное равновесное распределение становится заданным в бесконечно
удалённом прошлом.

Ввиду нетипичного для теории поля вида пропагаторов теория возмущений содер-
жит специфические сингулярности типа “пинч” [58] для моделей типа (8) [27; 54]. Для
обсуждения данных расходимостей удобно ввести новые полевые переменные, называе-
мые келдышевскими переменными8 [55]:

𝜉 =
𝜓𝑅 + 𝜓𝐴√

2
, 𝜂 =

𝜓𝑅 − 𝜓𝐴√
2

, 𝜉+ =
𝜓+
𝑅 + 𝜓+

𝐴√
2

, 𝜂+ =
𝜓+
𝑅 − 𝜓+

𝐴√
2

. (14)

Связанные с этими переменными пропагаторы заметно упрощаются:

𝐺𝜂𝜉+ = −𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡′)𝜃(𝑡′ − 𝑡), 𝐺𝜉𝜂+ = 𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡
′)𝜃(𝑡− 𝑡′), 𝐺𝜉𝜉+ = 𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡

′)
(︀
1 ± 2𝑛(𝜀)

)︀
, (15)

𝐺𝜂𝜂+ = 0, 𝐺𝜉𝑇+ = ±
√

2𝑛(𝜀)𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡
′), 𝐺𝜂𝑇+ = 0, (16)

𝐺𝑇𝜉+ = ∓
√

2𝑛(−𝜀)𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡′), 𝐺𝑇𝜂+ = 0. (17)

8В литературе поле 𝜉 часто называют классическим полем, а поле 𝜂 – квантовым [16].
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Удобно ввести следующие графические обозначения:

𝐺𝜂𝜉+ = , 𝐺𝜉𝜂+ = , 𝐺𝜉𝜉+ = . (18)

Пусть взаимодействие 𝑆𝑖𝑛𝑡 есть часть действия, не квадратичная по полям. В келдышев-
ских переменных она может быть записана как [54]

𝑆𝑖𝑛𝑡 = 𝑔
(︀
𝜉+𝜉𝜉+𝜂 + 𝜉+𝜉𝜂+𝜉 + 𝜉+𝜂𝜂+𝜂 + 𝜂+𝜉𝜂+𝜂

)︀
. (19)

Учитывая графические обозначения (18), структура взаимодействия (19) приводит к на-
личию следующих вершин в диаграммной технике:

, , , . (20)

Заметим также, что все диаграммы, содержащие хотя-бы один замкнутый цикл из стре-
лок, равны нулю9, аналогично диаграммной технике Уайльда [59].

9Это следует из запаздывающей и опережающей структуры пропагаторов 𝐺𝜂𝜉+ и 𝐺𝜉𝜂+ .
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Пинчевые сингулярности и диссипация

Можно показать, что указанная диаграммная техника содержит специфические син-
гулярности, называемые пинчевыми [23;41–45]. Для иллюстрации рассмотрим, например,
диаграмму в импульсно-временном представлении:

=
∓𝜁𝑔2

(2𝜋)6

∫︁
𝑑k𝑑q 𝑒−𝑖𝜀(k)(𝑡−𝑡

′)
(︀
1 ± 2𝑛(k)

)︀
𝑒−𝑖𝜀(q)(𝑡−𝑡

′)×

×
(︀
1 ± 2𝑛(q)

)︀
𝑒𝑖𝜀(p−k−q)(𝑡−𝑡′)𝜃(𝑡− 𝑡′). (21)

Здесь p – внешний импульс, 𝜁 принимает значение 1 в бозонном случае и 3/2 в фермионном
случае10. Рассматривая данную диаграмму на нулевых импульсах и частотах, получаем⃒⃒⃒⃒

⃒
p=0, 𝜔=0

=

∞∫︁
−∞

𝑑(𝑡− 𝑡′)

⃒⃒⃒⃒
⃒
p=0

=

=
∓𝜁𝑔2

(2𝜋)6

∫︁
𝑑k𝑑q

(︂
𝜋𝛿
(︀
𝜀(k + q) − 𝜀(k) − 𝜀(q)

)︀
+ 𝒫 𝑖

𝜀(k + q) − 𝜀(k) − 𝜀(q)

)︂
×

×
(︀
1 ± 2𝑛(k)

)︀(︀
1 ± 2𝑛(q)

)︀
. (22)

Для доказательства последнего равенства нужно заметить, что указанная диаграмма, про-
интегрированная с учётом 𝜃-функции по (𝑡− 𝑡′) в пределах от 0 до ∞, содержит неопреде-
лённость на верхнем пределе ввиду наличия у подынтегрального выражения лишь осцил-
лирующей части. В связи с этим необходимо регуляризовать подынтегральное выражение,
добавив в показатель экспоненты бесконечно малую затухающую по времени часть11. Да-
лее необходимо провести интегрирование и воспользоваться формулой Сохоцкого

1

𝑥+ 𝑖0
= −𝜋𝛿(𝑥) + 𝑖𝒫 1

𝑥
, (23)

где 𝒫 – главное значение интеграла. Мнимая часть интеграла (22) содержит сингуляр-
ность на поверхности, задаваемой уравнением 𝜀(k + q)−𝜀(k)−𝜀(q) = 0. Такое аномальное
поведение на больших временах и называется пинчевой сингулярностью. Прямым вычис-
лением можно показать [27], что с аналогичными входящими и выходящими линиями
данного вида сингулярности в порядке теории возмущений 𝑔2 содержатся в диаграммах

, , .

(24)
10Данный фактор в симметрийном коэффициенте связан с наличием суммирования по спиновым ин-

дексам в фермионном случае.
11Здесь мы считаем, что регуляризация не зависит от импульса.
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Сумму вышеуказанных двухпетлевых диаграмм в импульсно – частотном представлении
далее будем обозначать как 𝐼(p, 𝜔). Можно также показать, что свободны от пинчевых
сингулярностей диаграммы топологии

со всевозможными расстановками крестов и стрелок. В дальнейшем мы не будем рас-
сматривать данные диаграммы, так как они являются добавками лишь в химический
потенциал.

Для работы с сингулярностями пинчевого типа введём регуляризатор 𝛾 [27; 40] в
пропагаторы нашей модели по правилу

𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡
′) → 𝑒−𝑖𝜀(𝑡−𝑡

′)−𝛾|𝑡−𝑡′|. (25)

Введения данного типа регуляризации соответствует введению в свободную систему беско-
нечно малую диссипацию. Удобно выбрать параметр затухания как некоторую функцию
импульса12 𝛾 = 𝛾(p). Выберем явный вид этой функции как 𝛾(p) = 𝛼p2/2𝑚, где параметр
𝛼 → 0 при снятии регуляризации. Физически выбор функции 𝛾(p) отражает тот факт,
что параметр 𝛼 является прямым аналогом гидродинамического коэффициента Онзаге-
ра [26; 60]. Например, модель A (2) критической динамики [26; 61–64] имеет аналогичную
форму экспонециального затухания во времени. В импульсно – временном представлении
пропагатор действия MSR13 [26; 65] данной модели имеет вид14

⟨︀
𝜙(𝑡)𝜙(𝑡′)

⟩︀MSR
0

∼ 𝑒−𝜆p
2|𝑡−𝑡′|, (26)

причём роль 𝛼 с точностью до множителя 1/2𝑚 выполняет коэффициент Онзагера 𝜆, что
поясняяет мотивацию выбора нами 𝛾(p). После введения регуляризации свободная часть
действия может быть записана в форме [54]

𝑆0 = −𝑖𝜂+
(︀
2𝛾(1 ± 2𝑛)

)︀
𝜂 − 𝑖𝜉+

(︀
𝜕𝑡 + 𝑖𝜀− 𝛾

)︀
𝜂 − 𝑖𝜂+

(︀
𝜕𝑡 + 𝑖𝜀+ 𝛾

)︀
𝜉. (27)

Естественным инструментом для анализа затухания является использование уравнения
Дайсона [26;31]:

𝐷−1 = 𝐾 − Σ, (28)

где 𝐷 – матрица функций Грина, 𝐾 – матрица квадратичной формы действия, Σ – соб-
ственная энергия. Идея состоит в нахождении петлевых добавок к регуляризатору (в пре-
деле 𝛼 → 0), используя уравнение Дайсона15. При нашем выборе 𝛾(p) такие добавки

12Этим данная регуляризация отличается от использованной при вычислении (22).
13Martin-Siggia-Rose.
14С точностью до множителя, зависящего только от импульса.
15Такую процедуру мы и называем “одевание”.
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должны быть вещественны и пропорциональны p2. Если такие поправки существуют, то
полные двухточечные функции Грина будут иметь экспоненциальное затухание по време-
ни (25) даже после снятия регуляризации. Вообще говоря, в собственной энергии могут
содержаться вещественные поправки старших степеней p2, дающие затухающие факторы.
Однако, так как мы интересуемся крупномасштабными эффектами в режиме малых им-
пульсов и частот (гидродинамический предел), старшими поправками можно пренебречь.

Для проведения процедуры “одевания” удобно рассмотреть матричный элемент

𝐷−1
𝜂+𝜉 = 𝑖𝜔 + 𝑖𝜀+ 𝛾 − Σ𝜂+𝜉, (29)

где 𝐷−1
𝜂+𝜉, Σ𝜂+𝜉 есть матричные элементы 𝐷−1 и Σ, относящиеся к полям 𝜂+ и 𝜉. По при-

чинам, указанным выше, имеет смысл рассматривать выражение для Σ𝜂+𝜉 в гидродина-
мическом приближении, то есть аппроксимируя собственную энергию её рядом Тейлора
в окрестности 𝜔 = 0, p = 0. Для анализа эффектов диссипации достаточно удерживать
лишь первые нетривиальные члены разложения, пропорциональные 𝜔 и p2. После взя-
тия предела 𝛼 → 0 в гидродинамическом приближении можно записать уравнение (29) в
форме

𝐷−1
𝜂+𝜉 = (1 + 𝑎1 + 𝑖𝑎2)𝑖𝜔 + (𝑖+ 𝑖𝑏1 + 𝑏2)

p2

2𝑚
− 𝑖𝜇(𝑐1 + 𝑖𝑐2), (30)

используя теорию возмущений. Здесь 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ,𝑐𝑖, 𝑖 ∈ {1,2} есть некоторые функции от 𝑇 и 𝜇,
возникающие из петлевых вкладов Σ𝜂+𝜉 (см. Приложение A). Так как интересующие нас
петлевые поправки пропорциональны 𝑔2, то в уравнении (30) можно пренебречь 𝑎1 и 𝑏1.
После этого мы можем определить “одетый” параметр затухания c точностью 𝑔2 как

𝛼̃ = Re
(︂
𝑖+ 𝑖𝑏1 + 𝑏2
1 + 𝑎1 + 𝑖𝑎2

)︂
≈ 𝑏2 + 𝑎2. (31)

Заметим, что возможны петлевые добавки, приводящие к появлению у химического потен-
циала мнимой части, однако это запрещено уравнением Неймана. Разрешение кажущегося
противоречия состоит в том, что уравнения Дайсона, по сути, является уравнением самосо-
гласования, поэтому также необходимо добавить в уравнение слагаемые, обеспечивающие
вещественность химического потенциала.

В соответствии с логикой гидродинамического описания, указанной выше, разложим
𝐼(p, 𝜔) в ряд в окрестности p = 0, 𝜔 = 0:

𝐼(p, 𝜔) ≈ 𝐼(p = 0, 𝜔 = 0) + 𝜔 · 𝜕𝐼(p = 0, 𝜔)

𝜕𝜔

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=0

+
𝑝𝑖𝑝𝑗
2!

· 𝜕
2𝐼(p, 𝜔 = 0)

𝜕𝑝𝑖𝜕𝑝𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒
p=0

, (32)

где 𝑝𝑖 есть 𝑖-ая компонента импульса p, суммирование по повторяющимся индексам под-
разумевается. Так как система однородна в пространстве, в разложении отсутствуют сла-
гаемые, линейные по компонентам импульса. Также можно существенно упростить даль-
нейший анализ, положив в знаменателях подынтегральных выражениях всех слагаемых в
(32) 𝜇 = 0. Это возможно, если перейти от рассмотрения гидродинамической переменной
𝜔 к, в некотором смысле более естественной, гидродинамической переменной 𝜔 − 𝜇.
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Для перехода к нулевой частоте в импульсно-временном представлении достаточно
проинтегрировать соответствующие диаграммы по разности времён в бесконечных пре-
делах. После этой процедуры сумму диаграмм, взятых при 𝜔 = 0, можно представить в
виде (см. Приложение B)

𝐼(p, 𝜔 = 0) =
∓2𝜁𝑔2

(2𝜋)6

∫︁
𝑑k𝑑q

2𝑛(k)𝑛(q) ∓ 2𝑛(p− k− q) − 4𝑛(k)𝑛(p− k− q)

𝑖
(︀
𝜀(p− k− q) − 𝜀(k) − 𝜀(q)

)︀
− 𝛾(k) − 𝛾(q) − 𝛾(p− k− q)

.

(33)

Здесь 𝜀(p) = p2/2𝑚. Аналогичным способом производную по частоте от 𝐼(p, 𝜔) можно
также представить в виде

𝜕𝐼(p, 𝜔)

𝜕𝜔

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=0

=
∓2𝑖𝜁𝑔2

(2𝜋)6

∫︁
𝑑k𝑑q

2𝑛(k)𝑛(q) ∓ 2𝑛(p− k− q) − 4𝑛(k)𝑛(p− k− q)[︀
𝑖
(︀
𝜀(p− k− q) − 𝜀(k) − 𝜀(q)

)︀
− 𝛾(k) − 𝛾(q) − 𝛾(p− k− q)

]︀2 .
(34)

Здесь множитель 𝑖 появляется вследствие перехода от импульсно – частотного представ-
ления к импульсно – временному. Слагаемое 𝐼(p = 0, 𝜔 = 0) не приводится, так как, по
уравнению Дайсона, это добавка лишь в химический потенциал.

Итого, производя необходимые дифференцирования, вклады из (32), дающие одева-
ние параметра затухания, могут быть записаны в виде16:

𝜕𝐼(p = 0, 𝜔)

𝜕𝜔

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=0

=
∓2𝑖𝜁𝑔2𝑚2

(2𝜋)6

∫︁
𝑑k𝑑q

𝑓(k,q)[︀
𝑖(k · q) − 𝛼(k2 + k · q + q2)

]︀2 , (35)

𝜕2𝐼(p, 𝜔 = 0)

𝜕𝑝𝑖𝜕𝑝𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒
p=0

= 𝛿𝑖𝑗
∓2𝜁𝑔2𝑚

(2𝜋)6

∫︁
𝑑k𝑑q

(︃
− 𝑖𝑓(k,q)[︀

𝑖(k · q) − 𝛼(k2 + k · q + q2)
]︀2+

+
2

3

𝑓(k,q) · (k + q)2[︀
𝑖(k · q) − 𝛼(k2 + k · q + q2)

]︀3 +
𝑓1(p,k)

𝑖(k · q) − 𝛼(k2 + k · q + q2)
+

+
2

3

𝑖𝑓2(k,q) · (k + q)2[︀
𝑖(k · q) − 𝛼(k2 + k · q + q2)

]︀2
)︃
, (36)

где
𝑓(p,k,q) = 2𝑛(k)𝑛(q) ∓ 2𝑛(p− k− q) − 4𝑛(k)𝑛(p− k− q),

𝑓(k,q) = 𝑓(p,k,q)
⃒⃒
p=0

,

𝜕𝑝𝑖𝜕𝑝𝑗𝑓(P,k,q)
⃒⃒
P=0

≡ 𝑓1(k,q) · 𝛿𝑖𝑗, 𝜕𝑝𝑗𝑓(p,k,q)
⃒⃒
p=0

≡ (k𝑗 + q𝑗) · 𝑓2(k,q),

𝛿𝑖𝑗 есть дельта-символ Кронекера, k𝑖 и q𝑖 есть 𝑖-ая компонента векторов k и q соответ-
ственно. Из соображений пространственной симметрии все слагаемые (k𝑖 + q𝑖) · (k𝑗 + q𝑗)

в подынтегральных выражениях должны быть заменены на 𝛿𝑖𝑗/3 · (k + q)2. Заметим, что
вещественная часть (36) и (35) возникает вследствие введения регуляризации (25), так как
соответствующие выражения при 𝛼 = 0 её не содержат.

16Здесь отброшены слагаемые, обращающиеся в 0 при снятии регуляризации.
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Следуя вышеописанной логике, необходимо найти неисчезающий при снятии регу-
ляризации член асимптотики вещественной части интегралов (35-36). Данные слагаемые
и будут давать вклад в перенормировку 𝛾. Асимптотический анализ данных интегралов
довольно сложен ввиду крайне неравномерного поведения по параметру 𝛼. На данный мо-
мент общей теории для такого вида интегралов не существует. Похожего вида интегралы
рассматривались в работах [66–68]. Можно показать (см. Приложение А), что интересу-
ющие нас выражения

(︀
вещественная часть (36) и (35)

)︀
при 𝛼 → 0 ведут себя как17 𝒪(1).

Явный вид “одетого” параметра затухания выглядит как

𝛼̃ = 𝑔2𝑚2𝑇 2𝐹
(︀
𝑇/𝜇

)︀
, (37)

где 𝐹
(︀
𝑇/𝜇

)︀
есть безразмерная функция. Её численные значения для бозонного и ферми-

онного случаев представлены на графиках 3а-3в.

а б

в

Рис. 3 Функция 𝐹 (𝑇/𝜇) в следующих системах: а фермионы, положительный 𝜇; б
фермионы, отрицательный 𝜇; в бозоны, отрицательный 𝜇.

Видно, что в бозонном случае существует область параметра 𝑇/𝜇, где 𝛼̃ становится
отрицательным, что невозможно ввиду неустойчивости системы. Описание этой области,
по-видимому, невозможно ввиду наличия фазового перехода (𝜇 = 0 при 𝑇 ̸= 0). Случай
бозонов с положительным химическим потенциалом стандартно не рассматривается.

17То есть не обращаются в 0 при 𝛼 → 0.
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Заключение

В данной работе было предъявлено микроскопическое обоснование диссипации в
упрощённой модели ферми- или бозе- системы со слабым локальным взаимодействием,
результаты работ [27;40] были обобщены на случай произвольного равновесного состояния
выше критической точки. Было показано, что затухание во времени двухточечных функ-
ций Грина возникает из петлевых вкладов, содержащих пинчевые сингулярности. Есте-
ственным способом проведения данной процедуры оказывается введение регуляризации,
обеспечивающее экспоненциальное затухание пропагаторов, и “одевание” параметра регу-
ляризации с помощью уравнения Дайсона. Форма данного затухания выбирается в виде,
аналогичном известным полуфеноменологическим гидродинамическим моделям (такими
как, например, модель А критической динамики). В соответствии с этим “одетый” в смыс-
ле уравнения Дайсона параметр регуляризации 𝛼̃, названный нами параметром затухания,
можно считать микроскопическим аналогом кинетического коэффициента Онзагера. По-
казано, что в данной модели этот параметр пропорционален квадрату константы связи 𝑔2,
то есть данные эффекты возникают в приближении не ниже двухпетлевого. Это объясня-
ет, почему эффекты типа диссипации не были ранее обнаружены в рамках более грубых
приближений (таких как приближение Хартри или Хартри – Фока [69]). Параметр затуха-
ния был вычислен как функция температуры и химического потенциала с точностью 𝑔2.
При вычислении 𝛼̃ основная трудность состояла в асимптотическом анализе некоторого
класса крайне неравномерно зависящих от параметра регуляризации интегралов. Отме-
тим, что построение общей теории такого рода интегралов может быть интересной задачей
в рамках асимптотического анализа.

Разработанная техника временных функций Грина при конечной температуре от-
крывает большой простор для расчёта характеристик, связанных с затуханием, в случае
более реалистичных межчастичных потенциалов в слабовзаимодействующих ферми- и
бозе- системах типа (4) . Возможно применение описанного формализма и в других моде-
лях статистической механики и физики конденсированного состояния. Например видится
перспективным рассмотрения с данной точки зрения диссипативного режима в системе
двумерных безмассовых релятивистских фермионов, являющийся низкоэнергетическим
квазичастичным приближением для системы электронов проводимости в графене [70;71].
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Приложение А. Анализ асимптотики 𝛼 → 0

Приведём к более простому виду интегралы (35-36). Проделаем это на примере од-
ного слагаемого из (36),

𝐼1 =
∓2𝜁𝑔2𝑚

(2𝜋)6

∫︁
𝑓1(k,q)

𝑖(k · q) − 𝛼(k2 + k · q + q2)
𝑑k𝑑q. (38)

Другие вклады в (35) и (36)

𝐼2 =
±2𝜁𝑔2𝑚

(2𝜋)6

∫︁
𝑑k𝑑q

𝑖𝑓(k,q) − 2
3
(k + q)2 · 𝑖𝑓1(k,q)[︀

𝑖(k · q) − 𝛼(k2 + k · q + q2)
]︀2 , (39)

𝐼3 =
∓4𝜁𝑔2𝑚

3(2𝜋)6

∫︁
𝑑k𝑑q

𝑓(k,q) · (k + q)2[︀
𝑖(k · q) − 𝛼(k2 + k · q + q2)

]︀3 , (40)

𝐼4 =
∓2𝜁𝑔2𝑚2

(2𝜋)6

∫︁
𝑑k𝑑q

𝑓(k,q)[︀
𝑖(k · q) − 𝛼(k2 + k · q + q2)

]︀2 (41)

упрощаются аналогично. Рассмотрим вещественную часть вклада (38):

Re(𝐼1) =
±2𝜁𝑔2𝑚

(2𝜋)6

∫︁
𝛼(k2 + k · q + q2) 𝑓1(x,y)

(k · q)2 + 𝛼2(k2 + k · q + q2)2
𝑑k𝑑q. (42)

Сделаем замену переменных

k =
1√
2

(x + y), q =
1√
2

(x− y).

Данная замена позволяет избавиться от скалярного произведения в знаменателе:

Re(𝐼1) =
±4𝜁𝑔2𝑚

(2𝜋)6

∫︁
𝑑x𝑑y

𝛼(3x2 + y2)𝑓1(x,y)

(x2 − y2)2 + 𝛼2(3x2 + y2)
. (43)

Здесь и далее мы примем соглашение, что после координатного преобразования функции
будут обозначаться той же буквой, фиксируя изменения заменой старых аргументов на
новые. Например, сейчас 𝑓1(k,q) → 𝑓1(x,y).

Перейдём в сферические координаты. Подынтегральное выражение в (43) зависит
от 𝑥 = |x|, 𝑦 = |y| и от угла 𝜃 между x и y. Интегралы по остальным переменным
вычисляются тривиально:

Re(𝐼1) =
±𝜁𝑔2𝑚

2𝜋4

𝜋∫︁
0

𝑑𝜃 sin 𝜃

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛼𝑥2𝑦2(3𝑥2 + 𝑦2)𝑓1(𝑥,𝑦,𝜃)

(𝑥2 − 𝑦2)2 + 𝛼2(3𝑥2 + 𝑦2)2
. (44)

Сделаем замену переменных {𝑥2 = 𝑠, 𝑦2 = 𝑡, cos 𝜃 = 𝑐} в (44):

Re(𝐼1) =
±8𝜁𝑔2𝑚

89𝜋4

1∫︁
−1

𝑑𝑐

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝑑𝑠𝑑𝑡
𝛼
√
𝑠𝑡(3𝑠+ 𝑡)𝑓1(𝑠,𝑡,𝑐)

(𝑠− 𝑡)2 + 𝛼2(3𝑠+ 𝑡)2
. (45)
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Интегрируя по частям по переменной 𝑠 и устремляя 𝛼 → 0, получим

Re(𝐼1) =
∓4𝜁𝑔2𝑚

89𝜋3

1∫︁
−1

𝑑𝑐

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝑑𝑠𝑑𝑡 sign(𝑠− 𝑡)
√
𝑡𝜕𝑠

(︁√
𝑠𝑓1(𝑠,𝑡)

)︁
. (46)

Здесь sign(𝑠− 𝑡) – функция знака. Внеинтегральные слагаемые при такой операции обра-
щаются в 0 на пределах 𝑠 = 0 и 𝑠 = ∞18. Используя ещё одно интегрирование по частям
и перекидывая производную по 𝑠 на функцию знака, интеграл перепишется как

Re(𝐼1) =
±8𝜁𝑔2𝑚

89𝜋3

1∫︁
−1

𝑑𝑐

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝑑𝑠𝑑𝑡 𝛿(𝑠− 𝑡)
√
𝑠𝑡 𝑓1(𝑠,𝑡). (47)

Остальные интегралы преобразуются аналогично. Необходимо лишь увеличить количе-
ство интегрирований по частям по таким переменным, чтобы не возникало нетривиальных
внеинтегральных слагаемых. Производя данные вычисления, получим19:

Re(𝐼2) =
∓𝜁𝑔2𝑚
12𝜋3

1∫︁
−1

𝑑𝑐

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝑑𝑠𝑑𝑡 𝛿(𝑠− 𝑡)
√
𝑡 𝜕𝑠

(︁√
𝑠
(︀
3𝑓(𝑠,𝑡) − 4𝑠𝑓2(𝑠,𝑡)

)︀)︁
, (48)

Re(𝐼3) =
±𝜁𝑔2𝑚

3𝜋3

1∫︁
−1

𝑑𝑐

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝑑𝑠𝑑𝑡 𝛿(𝑠− 𝑡)
√
𝑡 𝜕𝑡𝜕𝑠

(︁
𝑠3/2

√
𝑡𝑓(𝑠,𝑡)

)︁
, (49)

Im(𝐼4) =
±𝜁𝑔2𝑚2

4𝜋3

1∫︁
−1

𝑑𝑐

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝑑𝑠𝑑𝑡 𝛿(𝑠− 𝑡)𝜕𝑠𝜕𝑡

(︁√
𝑠𝑡𝑓(𝑠,𝑡)

)︁
. (50)

Интегралы по 𝑐 могут быть взяты аналитически, используя системы компьютерной алгеб-
ры20. Затем в (47-49), если 𝜇 > 0, используя 𝛿-функцию необходимо снять интегрирование
по переменной 𝑠, в противном же случае это необходимо сделать по переменной 𝑡. Это поз-
воляет избежать возникновение корней из отрицательных выражений. После выполнения
данных интегрирований задача сводится к вычислению одномерных интегралов. Удобно
записать сумму оставшихся выражений в виде произведения безразмерной функции на
размерный префактор:

𝑚 · Re(𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3) + Im(𝐼4) = 𝑔2𝑚2𝑇 2𝐹
(︀
𝑇/𝜇

)︀
. (51)

Здесь проведено обезразмеривание интегралов с помощью растяжения переменных
{𝑠,𝑡} → {𝑚𝑠/𝛽,𝑚𝑡/𝛽}. После этого функция 𝐹 (𝑇/𝜇) может быть вычислена численно
как одномерный интеграл при каждом значении параметра 𝑇/𝜇, её графики в различных
ситуациях приведены в основной части текста.

18Функция 𝑓1 как функция 𝑠 экспоненциально затухает на бесконечности.
19Заметим, что, согласно (31), именно мнимая чать 𝐼4 даёт вклад в затухание.
20Mathematica, Maple и прочее.
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Приложение B. Коэффициенты разложения

фейнмановских диаграмм по частоте.

В данном разделе приведены коэффициенты разложения по частоте в нулевом и
линейном порядке возникающих в работе фейнмановских диаграмм. Линейные коэффи-
циенты обозначаются здесь как { · }𝜔. Переменная интегрирования 𝜏 обозначает 𝑡− 𝑡′.⃒⃒⃒⃒

⃒
𝜔=0

=
∓𝜁𝑔2

(2𝜋)6

∞∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑑k𝑑q

(︀
1 ± 2𝑛(k)

)︀(︀
1 ± 2𝑛(q)

)︀
×

× exp
(︁
𝑖𝜏
(︀
𝜀(p− k− q) − 𝜀(k) − 𝜀(q)

)︀
− |𝜏 |

(︀
𝛾(k) + 𝛾(q) + 𝛾(p− k− q)

)︀)︁
=

=
∓𝜁𝑔2

(2𝜋)6

∫︁
𝑑k𝑑q

(︀
1 ± 2𝑛(k)

)︀(︀
1 ± 2𝑛(q)

)︀
𝑖
(︀
𝜀(p− k + q) − 𝜀(k) − 𝜀(q)

)︀
− 𝛾(k) − 𝛾(q) − 𝛾(p− k− q)

, (52)⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=0

=
±2𝜁𝑔2

(2𝜋)6

∞∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑑k𝑑q

(︀
1 ± 2𝑛(k)

)︀(︀
1 ± 2𝑛(p− k− q)

)︀
×

× exp
(︁
𝑖𝜏
(︀
𝜀(p− k− q) − 𝜀(k) − 𝜀(q)

)︀
− |𝜏 |

(︀
𝛾(k) + 𝛾(q) + 𝛾(p− k− q)

)︀)︁
=

=
±2𝜁𝑔2

(2𝜋)6

∫︁
𝑑k𝑑q

(︀
1 ± 2𝑛(k)

)︀(︀
1 ± 2𝑛(p− k− q)

)︀
𝑖
(︀
𝜀(p− k + q) − 𝜀(k) − 𝜀(q)

)︀
− 𝛾(k) − 𝛾(q) − 𝛾(p− k− q)

, (53)⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=0

=
∓𝜁𝑔2

(2𝜋)6

∞∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑑k𝑑q exp

(︁
𝑖𝜏
(︀
𝜀(p− k− q) − 𝜀(k) − 𝜀(q)

)︀)︁
×

× exp
(︁
− |𝜏 |

(︀
𝛾(k) + 𝛾(q) + 𝛾(p− k− q)

)︀)︁
=

=
∓𝜁𝑔2

(2𝜋)6

∫︁
𝑑k𝑑q

1

𝑖
(︀
𝜀(p− k + q) − 𝜀(k) − 𝜀(q)

)︀
− 𝛾(k) − 𝛾(q) − 𝛾(p− k− q)

, (54){︃ }︃
𝜔

=
∓𝑖𝜁𝑔2

(2𝜋)6

∞∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑑k𝑑q 𝜏

(︀
1 ± 2𝑛(k)

)︀(︀
1 ± 2𝑛(q)

)︀
×

× exp
(︁
𝑖𝜏
(︀
𝜀(k + q) − 𝜀(k) − 𝜀(q)

)︀
− |𝜏 |

(︀
𝛾(k) + 𝛾(q) + 𝛾(k + q)

)︀)︁
=

=
∓𝑖𝜁𝑔2

(2𝜋)6

∫︁
𝑑k𝑑q

(︀
1 ± 2𝑛(k)

)︀(︀
1 ± 2𝑛(q)

)︀[︁
𝑖
(︀
𝜀(p− k + q) − 𝜀(k) − 𝜀(q)

)︀
− 𝛾(k) − 𝛾(q) − 𝛾(p− k− q)

]︁2 , (55)

{︃ }︃
𝜔

=
±2𝑖𝜁𝑔2

(2𝜋)6

∞∫︁
0

𝑑𝜏
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𝑑k𝑑q 𝜏

(︀
1 ± 2𝑛(k)

)︀(︀
1 ± 2𝑛(k + q)

)︀
×

× exp
(︁
𝑖𝜏
(︀
𝜀(k + q) − 𝜀(k) − 𝜀(q)

)︀
− |𝜏 |

(︀
𝛾(k) + 𝛾(q) + 𝛾(k + q)

)︀)︁
=

=
±2𝑖𝜁𝑔2

(2𝜋)6

∫︁
𝑑k𝑑q

(︀
1 ± 2𝑛(k)

)︀(︀
1 ± 2𝑛(k + q)

)︀[︁
𝑖
(︀
𝜀(p− k + q) − 𝜀(k) − 𝜀(q)

)︀
− 𝛾(k) − 𝛾(q) − 𝛾(p− k− q)

]︁2 , (56)
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{︃ }︃
𝜔
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)︀)︁
=

=
∓𝑖𝜁𝑔2
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1[︁
𝑖
(︀
𝜀(p− k + q) − 𝜀(k) − 𝜀(q)

)︀
− 𝛾(k) − 𝛾(q) − 𝛾(p− k− q)

]︁2 . (57)
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