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Введение

Начиная с 1908 года в лаборатории университета города Лейден Каммерлинг-
Оннесом проводились опыты по исследованию электрического сопротивления различных
металлов, охлаждённых до температуры жидкого гелия. Спустя три года им было открыто
явление резкого исчезновения сопротивления у ртути при достижении некоторой крити-
ческой температуры (4.15 K). Позднее это явление было открыто в целом ряде других
металлов и сплавов [1] и получило название сверхпроводимости. Современные экспери-
менты показывают, что в сверхпроводящем состоянии сопротивление отсутствует с точ-
ностью порядка ∼ 10−24 Ом · см. Для сравнения, при температуре кипения жидкого гелия
4He (4.2 K) очень чистый образец Ag имеет сопротивление ∼ 10−9 Ом · см. К настоящему
времени найдено тридцать пять металлов и больше тысячи сплавов, обладающих сверх-
проводимостью. Практически сразу было обнаружено (1914 г., Каммерлинг-Оннес), что
сверхпроводимость разрушается при достижении неких критических значений внешних
параметров, таких как магнитное поле или транспортный ток. В отсутствие же магнитно-
го поля появление сверхпроводимости представляет собой фазовый переход второго рода
в некоторое более упорядоченное состояние, что следует из температурной зависимости
для теплоемкости, полученной в 1932 году в работе [2].

До открытия Мейсснером и Оксенфельдом в 1933 году явления вытеснения доста-
точно слабого магнитного поля из объемного сверхпроводника [3], последние считались
обыкновенными металлами с нулевым сопротивлением. Однако, найденый эффект, полу-
чивший название эффекта Мейсснера-Оксенфельда, демонстрировал, что выталкивание
магнитного поля не зависит от того, находился ли образец в магнитном поле до охлажде-
ния или нет. В противовес тому, как в идеальном проводнике магнитное поле, включенное
до перехода в состояние с бесконечной проводимостью, не выталкивалось бы. В середине
XX века стало понятно, что по своему поведению в достаточно сильных магнитных по-
лях сверхпроводники подразделяются на два типа, т.н. сверхпроводники I и II рода. К
первым относят чистые металлы (например, Pb, Zn, Al), у них наблюдается полный эф-
фект Мейсснера (вплоть до некоторого значения 𝐻𝑐 ∼ 100 Э магнитное поле полностью
компенсируется внутри сверхпроводника). Вторыми же являются, в основном, различные
химические соединения и сплавы (например, MoN, CuS Nb, Nb3Sn), в которых в некото-
ром интервале значений 𝐻𝑐1 < 𝐻 < 𝐻𝑐2 (𝐻𝑐1 ∼ 102 - 103 Э, 𝐻𝑐2 ∼ 103 - 106 Э) существует
фаза частичного проникновения магнитного поля внутрь сверхпроводника (фаза Шубни-
кова) в виде двумерной периодической структуры, состоящей из отдельных нитей (вихри
Абрикосова). Среди сверхпроводников II рода иногда еще выделяют т.н. "жесткие" сверх-
проводники или сверхпроводники III рода (например, сплавы Nb-Ti, V-Ga, Nb-Ge), для ко-
торых характерно большое количество примесей или дефектов структуры, затрудняющих
движение магнитного потока. В них происходит, как говорят, зацепление (пинингование)
вихревой решетки, после чего для отрыва вихревой нити от дефекта (центра пининга)
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приходится прикладывать существенную силу Лоренца, т.е. вводить в систему конечный
транспортный ток (крип потока).

Несколько примеров хорошо известных сверхпроводнков приведены в таблице 1.

Сверхпроводники I рода Сверхпроводники II рода

Образец Hg Pb Sn Ta Al NbN V3Si Nb3Sn
Nb3Ge

MgB2
a

(пленка)

T𝑐, K 4.15 7.19 3.69 4.38 1.18 16.0 17.1 18.0 23.2 39
Год 1911 1912 1913 1928 1933 1955 1964 1968 1973 2001

Таблица 1: Некоторые классические сверхпроводники

aПереход в сверхпроводящее состояние у диборида магния [4] происходит при критической температу-
ре, более характерной для высокотемпературных керамических соединений. Однако MgB2 представляет
собой типичный металл, переходящий в сверхпроводящее состояние по сценарию теории БКШ.

На протяжении сорока лет интенсивные экспериментальные исследования сверхпро-
водников сопровождались многочисленными попытками продвинуть теоретические пред-
ставления о природе этого явления. Первоначальное описание строилось на разнообразных
феноменологических моделях, среди которых можно отметить двухжидкостную модель
Гортера и Казимира [5], теорию Лондонов электромагнитных свойств сверхпроводников [6]
и ее налокальное обобщение, даваемое уравнением Пиппарда [7]. Вершиной феноменоло-
гического подхода в теории сверхпроводимости по праву является, построенная в 1950 г.
на базе общей теории Ландау фазовых переходов второго рода, теория Гинзбурга-Ландау
(ГЛ) [8]. Она дала детальное и достаточно точное описание магнитных и температурных
свойств известных сверхпроводников, а так же явилась базой для предсказания в 1952 го-
ду Абрикосовым и Заварицким существования нового класса сверхпроводников (II рода).
Теория ГЛ является основной в построении современной теории пиннинга вихревых нитей,
крипа потока, критического состояния в “жестких” сверхпроводниках (теории Бина [9] и
Кима-Андерсона [10;11]).

Недостатком феноменологической теории Гинзбурга-Ландау является отсутствие по-
нимания микроскопической природы сверхпроводимости. Продвинуться в этом вопросе
удалось после открытия в 1950 году Максвеллом [12] и Рейнольдсом [13] (независимо)
изотопического эффекта в сверхпроводниках: при изменении изотопического состава ве-
щества критическая температура 𝑇𝑐 ∼ 𝑀−𝛼, где 𝑀 – масса изотопа, 𝛼 ∼ 0.5. Стало
очевидно, что в возникновении сверхпроводимости существенную роль играет динами-
ка кристаллической решетки [14]. Опираясь на эту идею в 1957 году Бардин, Купер и
Шриффер построили первую микроскопическую теорию сверхпроводимости [15] (теория
БКШ). Квантовомеханическая теория БКШ объяснила образование связанных состояний
из пар электронов вблизи поверхности Ферми (куперовских пар) через механизм обмена
квантом колебания кристаллической решетки (фононом) между двумя электронами. В
рамках БКШ удалось рассчитать термодинамику сверхпроводников, объяснить скачок
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теплоемкости, эффект Мейсснера, изотопический эффект, однако, имелись трудности с
обобщением на случай меняющихся в пространстве полей и токов, а также с построени-
ем калибровочно-инвариантной теории эффекта Мейсснера. С помощью более последова-
тельного математического аппарата эти трудности были в 1958 году решены Боголюбовым
(см. работы [16–18]) в рамках созданного им метода квазисредних. Практически сразу по-
сле этого (1958 г., [19]), Горьковым была предложена теория, объединившая уравнения
Боголюбова и подход БКШ в рамках единого формализма функций Грина (т.н. форма-
лизм Горькова-Намбу) и являющаяся микроскопическим аналогом для теории Гинзбурга-
Ландау. С этого момента начинаются попытки применения мощного аппарата квантовой
теории поля к теории сверхпроводимости.

Важным аспектом в теориях БКШ и Абрикосова-Горькова является предположение
о слабой связи электронов между собой, которое, однако, не выполняется для целого ряда
сверхпроводников, в основном, интерметаллидов со структурой А-15 (𝛽-вольфрама), та-
ких как: Nb3Sn,Nb3Al,Nb3Ge и др. В них проявляется целый набор аномальных свойств,
таких как: нетипичные температурные зависимости критических полей, высокие крити-
ческие параметры, аномально малые длины когерентности, структурные превращения,
анизотропия энергетической щели, разрушение основного состояния и т.п. Для коррект-
ного описания сверхпроводимости в этих веществах требуется учет кулоновского оттал-
кивания, а также сильной электрон-фононной связи. Последнюю можно характеризовать
константой электрон-фононного взаимодействия 𝜆, случаю сильной связи при этом будет
соответствовать 𝜆 & 1. Последовательное обобщение теории Абрикосова-Горькова на слу-
чай сильной связи базируется на известной теореме Мигдала [20] и было дано в работах
Элиашберга [21], сформулировавшего уравнения для параметра порядка, и МакМилла-
на [22], получившего их аналитическую интерпретацию в виде формулы для критической
температуры. Образованная таким образом теория Мигдала-Элиашберга-Макмиллана до
сих пор является одной из самых совершенных мироскопических теорий для описания
традиционных (не высокотемпературных) сверхпроводников [23; 24]. Достаточно полный
обзор теории и эксперимента с соединениями типа А-15, фазами Лавеса и другими сверх-
проводниками с сильной связью можно найти в [25].

Несмотря на значительные устехи в понимании явления сверхпроводимости, долгое
время физика сверхпроводников была достаточно изолированной областью физики твер-
дого тела, в основном из-за трудоемкой технологии поддержания гелиевой температуры.
Однако, в связи с с развертыванием в конце 70-х, начале 80-х годов XX века работ по
управляемому термоядерному синтезу, сильноточная сверхпроводящая тематика получи-
ла дополнительный стимул к развитию. Для сверхпроводящих обмоток магнитов удалось
создать композитные провода, выдерживающие плотность тока до 106 𝐴/𝑐𝑚2 в поле до
15 𝑇 . Можно отметить, что полученный в этой области технологический задел велик на-
столько, что даже на данный момент, спустя четверь века после открытия высокотемпера-
турной сверхпроводимости (ВТСП), в проекте международного термоядерного реактора
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(ИТЭР) обмотки сверхпроводящих магнитов получают на основе "низкотемпературного"
соединения Nb3Sn с 𝑇𝑐 = 18 K.

С момента открытия явления сверхпроводимости среди ученых господствовало мне-
ние, что сверхпроводник и в нормальном состоянии должен являться хорошим провод-
ником. Эта уверенность пошатнулась только в 1973 году, когда были найдены различные
неметаллические соединения: оксиды и сульфиды, халькогениды, являющиеся сверхпро-
водниками при температурах ниже 10 K. Наиболее высокой критической температурой
в классе неметаллов в то время обладало соединение BaPb1−𝑥Bi𝑥O3, 𝑥 = 0.25, с 𝑇𝑐 = 13

K. Открытое в 1975 году, оно в нормальном состоянии являлось полупроводником, и его
сверхпроводимость казалась аномалией на фоне свойств остальных известных в то время
сверхпроводников. Как оказалось в дальнейшем, это соединение было первой ступенькой
на пути к оксидным высокотемпературным сверхпроводникам.

Прорыв в поисках сверхпроводников с высокими критическими температурами слу-
чился 27 января 1986 года, когда сотрудники фирмы IBM Беднорц и Мюллер [26] обнару-
жили, что исходно сильный антиферромагнитный диэлектрик La2CuO4 при допировании
барием, примесью-замещением для La (La2−𝑥Ba𝑥CuO4), проявляет при температуре 30 - 35
К сверхпроводящие свойства (для сравнения, точка кипения жидкого Ne 27.2 K). Очень
быстро (февраль 1987 г.) критическая температура превысила точку кипения жидкого
азота (𝑇 = 77.4 K) и достигла 92 К. Этого удалось достичь в медь-оксидном соединении с
включениями иттрия (YBa2Cu3O7−𝛿, 0 < 𝛿 < 0.5) [27]. Для современной криогенной техни-
ки азотные температуры во много раз более доступны, чем гелиевые. Это обстоятельство
позволяет уже сейчас существенно расширить область использования сверхпроводников
в науке и технике.

Практически сразу после открытия ВТСП, среди различных экспериментальных
групп по всему миру началась настоящая гонка по поиску все более высокотемператур-
ных сверхпроводников. Было получено множество семейств термодинамически стабиль-
ных высокотемпературных сверхпроводников: лантановые (неодимовые), иттириевоподоб-
ные, (Bi,Tl,Pb,Hg)m(Sr,Ba)2Ca𝑛−1Cu𝑛O𝑥, 𝑚,𝑛 = 1,2 . . . (общий вид многокомпонентного
купрата), фуллерены и др. Характерные представители перечисленных классов ВТСП
приведены в таблице 2 вместе с хронологией их открытия.

Вследствие огромного структурного разнообразия известных высокотемпературных
сверхпроводников, для их экспериментального исследования используют огромное число
самых разных методов, таких как: измерение динамического и статического сопротив-
ления, статической и динамической магнитной восприимчивости, воздействие давления,
радиации, лазерных импульсов, термоЭДС, нейтронную и рентгеновскую дифракцию,
воздействия ультразвуком, эффект Мессбауэра, электронную и мюонную спектроскопию,
аннигиляцию позитронов и эффект де-Гааза-ван-Альфена, туннельную накачку, ЯМР и
ЭПР-спектроскопию, комбинационное рассеяние света, измерения эффекта Холла и пр. За
более чем четверь века интенсивных исследований был накоплен огромный массив фактов,
отражающих специфику ВТСП и не вписывающихся в стандартную картину сверхпрово-
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Вещество La1.8Sr0.2CuO4
YBa2Cu3O7−𝛿 Bi2Sr2Ca1+𝑥Cu2+𝑥O8+2𝑥

0 < 𝛿 < 0.5 x = 0, 1.

Группа лантановые иттириевые висмутовые медь-оксиды

T𝑐, K 36.2 [28] 90-95 [27] 85-88 [29] 110 [29]
Год 1987 1987 1988 1988

Вещество Tl2BaCa2Cu3O16
HgBa2RCu2O6+𝛿 Nd1.85Ce0.15CuO4

a
Cs2Rb1C60

𝛿 = 0.08

Группа таллиевые ртутные неодимовые фуллерены

T𝑐, K 125 [30;31] 140 [32;33] 24 [34] 33-42 [35]
Год 1988 1989 1993 1994

Таблица 2: Некоторые высокотемпературные сверхпроводники

aЭксперименты по эффекту Холла показали, что в отличие от других известных ВТСП, в соединениях
(Nd/Pr)2−𝑥Ce𝑥CuO4 реализуется не дырочный, а электронный механизм проводимости.

димости по сценарию БКШ или Элиашберга-МакМиллана. Можно отметить, например,
линейный рост электрического сопротивления при 𝑇 > 𝑇𝑐 (в чистых монокристаллах
такая зависимость проявляется вплоть до комнатной температуры), нехарактерное по-
ведение теплоемкости ниже 𝑇𝑐 вместе с аномально большим скачком в точке фазового
перехода, появление пика в коэффициенте поглощения ниже 𝑇𝑐 и, в целом, крайне низкую
концентрацию носителей заряда (𝑛 ∼ 1021 𝑐𝑚−3).

В целом, для ВТСП характерна близость сверхпроводящего и диэлектрического со-
стояний, что означает, что фазовые переходы "металл–диэлектрик" могут происходить
при изменении стехиометрического состава вещества либо под влиянием облучения, или
при повышении давления. Второй характерной особенностью высокотемпературных сверх-
проводников являются очень малые длины когерентности (несколько периодов решетки),
что говорит о намного более сильных корреляциях между носителями заряда, чем в тра-
диционных сверхпроводниках.

Теоретические подходы к описанию ВТСП столь же разнообразны, как и они сами.
Как известно, физическая природа сверхпроводимости металлов состоит в стремлении
электронов к образованию связанных состояний из пар частиц носителей заряда, при этом,
микроскопический механизм такого спаривания может быть самым разным. По типу меха-
низма спаривания используемые теоретические модели можно разделить на две большие
группы: фононные модели, опирающиеся на традиционную схему косвенного взаимодей-
ствия электронов посредством фононов (по существу, это разнообразные модификации
теории БКШ или Элиашберга-Макмиллана) и прочие т.н. нефононные модели, использу-
ющие другие типы спаривания (экситонный, плазмонный, магнитные корреляции и др.)

В моделях с притягивающим взаимодействием через другие квазичастицы (эксито-
ны, плазмоны и т. д.) реально реализуется тот же сценарий, что и в теории БКШ, только
приводящий к более высоким критическим параметрам (см., например, работы [36–39]).
Большое число моделей взаимодействия, ответственного за сверхпроводимость, в своей ос-
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нове содержат существование во многих ВТСП-соединениях (например, купраты) явления
сильного антиферромагнитного упорядочивания, наблюдающегося как в проводящей, так
и в диэлектрической фазе. Такие модели представляют собой разнообразные решеточные
гамильтонианы по типу модели Гейзенберга (см., например, [40–42]), где каждый маг-
нитный момент соответствует медному атому с находящейся на нем дыркой. Подробнее
о спин-флуктуационных механизмах см. обзор [43]. Следует также упомянуть достаточ-
но детальный подход к описанию микроскопического механизма ВТСП, основанный на
модели Хаббарда [44] и ее модификациях (t-J-модель и модель Эмери [45]).

С момента создания теории Элиашберга-МакМиллана многими теоретиками доста-
точно часто высказывались агрументы в пользу того, что электрон-фононное взаимодей-
ствие не может привести к 𝑇𝑐 больше 30 - 40 К [46–48]. В основном, такая точка зрения
опиралась на то, что электрон-фононное взаимодействие ослабляется при учете прямого
кулоновского отталкивания, что, в свою очередь, для известных на тот момент (вплоть до
90-х годов ХХ века) сверхпроводников с энергией Ферми ∼ 1 - 10 эВ и температурой Дебая
∼ 100 - 500 К действительно приводило к максимальной 𝑇𝑐 ∼ 40 К. После открытия ВТСП
проводились многочисленные опыты по оценке фононного вклада в механизм сверхпро-
водимости. В качестве примера можно привести исследования изотопического эффекта в
лантановых ВТСП: для La1.85Sr0.15CuO4 𝑇𝑐 ∼𝑀𝛼, 𝛼 ∼ 0.16, тогда как для La1.89Sr0.11CuO4

𝑇𝑐 ∼𝑀𝛼, 𝛼 ∼ 0.6−0.8. В то же время в иттриевом ВТСП YBa2Cu3O6+𝛿 при замене 16O на
18O, а также изотопов Ba на Cu изотопический эффект обнаружить не удалось. Все это
свидетельствует как о существенном вкладе в механизм сверхпроводимости нефононных
взаимодействий, так и об особенностях фононного спектра ВТСП.

В связи с вышеизложенным, нельзя не отметить существенный прогресс, достигну-
тый в последние годы в деле поиска новых сверхпроводящих структур с высокой 𝑇𝑐, за
которую ответственно именно электрон-фононное взаимодействие. В 2015 году в метал-
лической фазе гидрида серы (под высоким давлением) группой Михаила Еремца была
обнаружена сверхпроводимость с критической температурой 𝑇𝑐 = 203 K [49]. Наблюда-
емый сильный изотопический эффект (при замещении водорода дейтерием) показал на
фононный характер механизма перехода в сверхпроводящее состояние. Последующие экс-
переименты с другими гидридами подтвердили полученную картину высокотемператур-
ного фазового перехода (см. таблицу 3).

Вещество H2S (H3S) a LiH10 YH9

Давление, GPa 150 150 170 190 201

T𝑐, K 203 [49] 215 [52] 250 [53] 260 [54] 243 [55]
Год 2015 2018 2019 2019 2019

Таблица 3: Некоторые высокотемпературные сверхпроводники (гидриды)

aПовышение давления сопровождается образованием структурных единиц H3S посредством преобра-
зования: 2H2S → 2H3S + S. Этот переход детально рассмотрен в работах [50;51].
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Рис. 1 Фононный спектр гидрида серы [56]
(a) фаза с симметрией R3m (тригональная решетка) при 130 GPa (𝑇𝑐 ≈ 120 К)
(b) фаза с симметрией Im-3m (кубическая решетка) при 200 GPa (𝑇𝑐 ≈ 200 К)

Получаемые высокие критические температуры можно объяснить фононным меха-
низмом в духе теории Элиашберга-Макмиллана с некоторой модификацией, связанной со
сложной структурой фононного спектра гидридов (см. обзор [57]). Дело в том, что при-
сутствие водорода приводит к появлению в фононном спектре гидрида оптических мод,
а присутствие тяжелых ионов создает дополнительные акустические моды. Обе эти ветви
спектра достаточно хорошо разделены (см. Рис. 1) и обе вносят свой вклад в спаривание
электронов.

Важнейшей особенностью гидридов является то, что повышение давления изменя-
ет их кристаллическую структуру, что приводит к серии структурных переходов, в том
числе, и к переходу первого рода в сверхпроводящую фазу, с рекордной 𝑇𝑐 (например,
для H2S значение 𝑇𝑐 увеличивается от 100 - 120 К до рекордной ≈ 200 К в относительно
узком интервале давлений 125 - 150 GPa [58]). Предполагается, что учет связи параметра
порядка деформациями решетки преобразовывает стандартный переход второго рода в
переход первого рода (см. [59–61]). Отметим, что идея перехода первого рода в высоко-
температурную фазу также позволяет непротиворечиво объяснить медленное уменьшение
𝑇𝑐 с ростом давления выше давления, соответствующего максимуму 𝑇𝑐 ≈ 203 K.

Кроме исследования непосредственно условий для повышения критической темпе-
ратуры можно интересоваться поведением гидридов в нормальном состоянии, особенно-
стями электронного и фононного спектров в обеих фазах, зависимостью изотопического
коэффициента от давления и многим другим. Безусловно, глобальной задачей остается
создание конструкции, способной демонстрировать высокие значения критической темпе-
ратуры при атмосферном давлении.
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Актуальность темы

На данный момент, изучение высокотемпературной сверхпроводимости остается од-
ним из центральных направлений физики конденсированного состояния. Как уже отмеча-
лось, системы ВТСП оказались настолько сложными и разнообразными, что дать сколько-
нибудь полный обзор как по накопленным экспериментальным данным, так и по много-
образию теоретических подходов не представляется возможным. Достаточно сказать, что
с момента открытия и до сих пор в журнале Physical Review B около половины номеров
отводится под работы, касающиеся исследования высокотемпературных сверхпроводни-
ков. Кроме того, появились специализированые журналы по ВТСП (например, Physica C
Superconductivity). Все вышеизложенное свидетельствует о том, что построение некоторой,
в достаточной степени общей, теории высокотемпературной сверхпроводимости является,
безусловно, актуальной задачей.

Важным обстоятельством для теории высокотемпературной сверхпроводимости яв-
ляется то, что несмотря на разлиия в подходах, существенная часть современнх моделей,
вслед за своими предтечами – теорией Элиашберга-МакМиллана и БКШ, проявляют опре-
деленную общность. Она заключается в том, что основной упор теоретиками делается на
подбор как можно более точного микроскопического гамильтониана, тогда как описание с
его помощью строится, по сути, в приближении Хартри-Фока, что на языке квантовой тео-
рии поля соответствует решению уравнения Дайсона в однопетлевом приближении. Этим,
во многом, и объясняется огромное разнообразие существующих моделей для ВТСП, ведь
последние в нормальном состоянии обладают большим разнообразием своей микроско-
пической структуры. На языке квантовой теории поля уточнение структуры микроско-
пического гамильтониана обычно означает переопределение константы притягивающего
взаимодействия, которое позволяет поправить все то же однопетлевое решение уравнения
Дайсона. В качестве примера можно привести работы [62;63], где исследовалось электрон-
фононное взаимодействие в режиме сильной неадиабатичности (характерная частота фо-
нонов 𝜔0 сравнима или превышает энергию Ферми 𝐸𝐹 ). По существу, анализ основывался
на все той же теореме Мигдала, которая имеет место и в режиме 𝐸𝐹/𝜔0 ≪ 1 [64] (напом-
ним, что стандартный параметр Мигдала есть 𝜔0/𝐸𝐹 ≪ 1). Описываемая ситуация имеет
место, например, в высокотемпературных сверхпроводниках на основе моноатомного слоя
FeSe на подложке типа SrTiO3 (FeSe/STO) [65–67].

Хорошо известны недостатки подобного однопетлевого подхода, состоящие в том, что
при приближении к критической точке (фазовый переход предполагается непрерывным)
следующие петлевые поправки начинают играть все большую роль и условие пренебреже-
ния флуктуациями параметра порядка нарушается. Таким образом, в реальности, многие
из существующих моделей сверхпроводимости (в частности, теория БКШ, Элиашберга-
МакМиллана и их расширения) не могут корректно описывать ситуацию при стремле-
нии 𝑇 → 𝑇𝑐, давая хорошее описание только в некоторой окрестности фазового перехо-
да. Для классических сверхпроводников эта особенность теории не критична (параметр
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Гинзбурга-Леванюка мал), тогда как для ВТСП, где критическая область наблюдается
экспериментально, ситуация совсем иная.

В данной работе нами исследован подход к описанию высокотемпературной сверх-
проводимости в слоистых системах и в системах с подрешетками, основанный на постро-
ении соответствующей флуктуационной модели. Такой, стандартный для теории крити-
ческих явлений, подход состоит в замене микроскопического гамильтониана некоторой
упрощенной моделью со случайным полем. Это позволяет корректно учесть поправки за
счет флуктуаций параметра порядка и строить описание непосредственно вблизи точки
фазового перехода [68].

Степень разработанности темы исследования

Отправной точкой для проведенного исследования служила квантово-полевая мо-
дель с локальным бесструктурным притягивающим четырехфермионным взаимодействи-
ем, традиционно применяемая для полевого описания сверхпроводимости [69]. Будучи
использованной для описания классической низкотемпературной сверхпроводимости эта
модель, тем не менее, допускает тривиальное расширение на случай более сложной тензор-
ной структуры квантовых полей, которые по своей природе связаны с волновыми функ-
циями фермионов. Появление дополнительных индексов может быть связано, например, с
описанием коллектива частиц с высшими спинами (см. [70;71]) или коллективных явлений
в твёрдых телах, при наличии у последних слоистой структуры или дополнительных под-
решеток. Именно последняя ситуация, как мы знаем, постоянно имеет место для ВТСП.
В формализме функций Грина при конечной температуре действие обсуждаемой модели
имеет вид

𝑆 = 𝜓+
𝑙

(︂
𝜕𝑡 −

∆

2𝑚
− 𝜇

)︂
𝜓𝑙 +

𝜆

2
𝜓+
𝑙 𝜓𝑙𝜓

+
𝑙′ 𝜓𝑙′ , 𝜆 < 0. (1)

где 𝜓𝑙(x, 𝑡), 𝜓*
𝑙 (x, 𝑡) – комплексно-сопряженные грассмановы поля, 𝑙′, 𝑙 = 2, . . . , 𝑟 (случаю

𝑟 > 2 соответствует наличие у полей дополнительной значковой структуры). Зависимость
компонент полей от 𝑑-мерных координат x и "мнимого времени" 𝑡 ∈ [0, 𝛽 ≡ 1/𝑇 ] всюду под-
разумевается. Здесь ∆ – оператор Лапласа, 𝑇 – температура в энергетических единицах,
𝑚 – масса фермиона, 𝜇 – химический потенциал системы и 𝜆 – эффективная констан-
та четырехфермионного взаимодействия. Всюду в работе использована система единиц
~ = 𝑘𝐵 = 1, где ~ – постоянная Планка, а 𝑘𝐵 – постоянная Больцмана. Граничные условия
по времени для функций 𝜓𝑙, 𝜓*

𝑙 стандартно предполагаются антипериодическими

𝜓𝑙(x, 𝑡) = −𝜓𝑙(x, 𝑡+ 𝛽), 𝜓*
𝑙 (x, 𝑡) = −𝜓*

𝑙 (x, 𝑡+ 𝛽).

Все необходимые интегрирования по 𝑡 и x в формуле (1) и аналогичных формулах, а также
суммирования по повторяющимся значкам в дальнейшем всюду подразумеваются.

Температура фазового перехода 𝑇𝑐 в рамках модели (1) определяется появлением
аномальных решений уравнения Дайсона [69]. Параметр порядка сверхпроводящего фа-
зового перехода при этом есть ни что иное, как среднее значение составных операторов
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⟨𝜓𝑖𝜓𝑗⟩ и ⟨𝜓*
𝑖𝜓

*
𝑗 ⟩. Чтобы построить эффективную модель, описывающую поведение системы

в окрестности точки фазового перехода, в работе [72] действие (1) при помощи преобразо-
вания Хаббарда-Стратоновича было преобразовано к виду (преобразование в стиле [73])

𝑆𝐻𝑆 = 𝜓+
𝑙

(︂
𝜕𝑡 −

∆

2𝑚
− 𝜇

)︂
𝜓𝑙 + Tr(𝜒+𝜒) +

√︂
𝜆

2
𝜒𝑙𝑙′
(︀
𝜓+
𝑙 𝜓

+
𝑙′

)︀
+

√︂
𝜆

2
𝜒+
𝑙𝑙′ (𝜓𝑙𝜓𝑙′) . (2)

Здесь и далее в работе под символом Tr всюду будет пониматься матричная операция
взятия следа. Поля 𝜒 и 𝜒+ – эрмитово-сопряженные антисимметричные матричные поля
ранга 𝑟, средние значения которых, как было показано [72], напрямую связаны с естествен-
ными параметрами порядка в исходной модели (1), а сами переменные 𝜒, 𝜒+ являются
безмассовыми критическими модами в точке фазового перехода.

Структура полученного действия (2) позволила выполнить гауссово интегрирование
по фермионным полям 𝜓, 𝜓+ и перейти к чисто бозонному действию в форме

𝑆𝜒 =
1

2𝜆
𝜒+
𝑗𝑖𝜒𝑖𝑗 + Tr ln

(︃
−𝜒+ −𝑖𝜔𝑠 + 𝜖(k)

−𝑖𝜔𝑠 − 𝜖(k) −𝜒

)︃
, (3)

где 𝜖(k) = |k|2/2𝑚− 𝜇 и 𝜔𝑠 = 𝜋𝑇 (2𝑠+ 1) – мацубаровские частоты, 𝑠 ∈ Z.
Далее, в работе [72] был произведен переход к ИК-эффективной модели путем отбо-

ра наиболее существенных в ИК режиме вкладов (3). Позднее, этот переход был строго
обоснован в [74] при помощи ренормгруппового анализа старших вершин в (3), рассмат-
риваемых в качестве составных операторов. Полученная в результате ИК-существенная
𝑆𝑈(𝑟)-симметричная модель, описывающая коллективное поведение многокомпонентной
фермионной системы вблизи фазового перехода в сверхпроводящее (сверхтекучее) состо-
яние, имеет вид

𝑆𝐻𝐿 = Tr(𝜒+ (−∆ + 𝜏0 )𝜒) +
𝑔01
4

(︀
Tr(𝜒+𝜒)

)︀2
+
𝑔02
4

Tr(𝜒+𝜒𝜒+𝜒). (4)

Переход к ИК-эффективной теории сопровождается введением регуляризации в гра-
фах действия, произвол в выборе которой фиксируется процедурой перенормировки. Важ-
но отметить, что вершина (Tr(𝜒+𝜒))

2 не возникает в процессе получения эффективного
действия, поэтому 𝑔01 = 0, однако она разрешена симметрией и необходима для обеспе-
чения мультипликативной ренормируемости теории. Кроме того, в критической области
поля 𝜒 и 𝜒+ зависят только от 𝑑-мерных координат x (интегралы по "мнимому време-
ни" 𝑡 ∈ [0, 1/𝑇 ] порождают несущественный множитель 1/𝑇 , устраняемый растяжением
полей). Параметры (4) даются выражениями 𝑔0𝑗 = ̃︀𝑔0𝑗/𝑐20, 𝜏0 = ̃︀𝜏0/𝑐0, где

𝑐0 =
1

2
𝜕2𝑝
∑︁
𝜔𝑠

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
−1

(𝜖(k) + 𝑖𝜔𝑠)(𝜖(k + p) − 𝑖𝜔𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝=0

,

̃︀𝜏0 =
𝛽

2𝜆
− 1

2

∑︁
𝜔𝑠

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
1

(𝜖(k)2 + 𝜔2
𝑠)
,

̃︀𝑔02 =
∑︁
𝜔𝑠

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
1

(𝜖(k)2 + 𝜔2
𝑠)

2
,

̃︀𝑔01 = 0.

(5)
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Отметим, что уравнения движения полей 𝜒 и 𝜒+ при введении в (4) (с учетом условия
𝑔01 = 0) источников полей 𝐴𝜓, 𝐴𝜓+ есть ни что иное, как уравнения Гинзбурга-Ландау.

Диаграмма для 𝜏0 в (5) содержит логарифмическую УФ-расходимость, которая фи-
зически обрезается параметром 𝛿. В случае обсуждения стандартной низкотемпературной
сверхпроводимости следует полагать 𝛿 = 2𝜔𝐷, для ВТСП же величина обрезания потре-
бует отдельного обсуждения.

Анализ показал, что при 𝑟 = 2 (обычные электроны проводимости) члены взаи-
модействия в выражении для 𝑆𝐻𝐿 оказываются линейно-зависимыми, константы взаи-
модействия предствляют собой один параметр 𝑔 = 𝑔02 + 2𝑔01, что сразу приводит нас к
𝑂(2)-симметричной теории 𝜑4 (антисимметричные матрицы ранга 2 однозначно задаются
единственным комплексным числом). Однако для любого другого 𝑟 = 4, 6, . . . действие
(4) содержит в себе независимо уже обе константы связи. При этом на основании пяти-
петлевых вычислений методом ренормализационной группы с конформ-Борель пересум-
мированием полученных результатов было показано [74], что при 𝑟 > 2 в описываемой
системе критические флуктуации выводят систему из устойчивого состояния – происхо-
дит флуктуационный срыв непрерывного фазового перехода к переходу первого рода в
окрестности точки, определенной условием (45) для инвариантных зарядов. При этом, пе-
реход в новую фазу происходит при температуре превышающей значение, получаемое в
приближении теории среднего поля Ландау (которая, к тому же, предсказывает непрерыв-
ный фазовый переход при любых значениях 𝑟). Подобный флуктуационный срыв типичен
именно для моделей с многокомпонентным параметром порядка, обнаруженное поведение
часто встречается в магнитных системах, например, при антиферромагнитном переходе
порядок-беспорядок.

Дальнейшее описание ВТСП моделью (4) (ситуация, когда 𝑟 > 2) основано на пред-
положении о близости имеющегося фазового перехода к точке фазового перехода второго
рода, поскольку только в этом случае вершины следующего порядка градиентного разло-
жения для (3) можно считать ИК-несущественными.

В работах [74; 75] попытка оценить температуру перехода через физически изме-
ряемые параметры приводит к чрезвычайно трудоёмкой задаче борелевского пересум-
мирования на каждом шаге численного решения интегро-дифференциальных динамиче-
ских уравнений ренормализационной группы. Последнее обстоятельство стандартно для
приложений квантово-полевых методов к задачам теории критических явлений: асимп-
тотические ряды теории возмущений с конечным, но не малым параметром разложения,
требующие процедуры пересуммирования.

Традиционно, критическое поведение описывается методами ренормализационной
группы (РГ) в формализме некоторого регулярного, обычно 4 − 𝜖 разложения. В рамках
этого разложения критические индексы фазовых переходов второго рода представляются
в виде рядов по степеням 𝜖, причем физическому (трёхмерному) случаю соответствует
𝜖 = 1. В связи со своей физической значимостью задача их вычисления постоянно при-
влекает новых исследователей (см., например, [76–79]). В последнее время был достигнут



14

существенный прогресс в вычислении старших порядков 4 − 𝜖 разложения. Для теории
𝜑4 получены результаты шестипетлевых вычислений [80], ведётся активная работа по вы-
числению более высоких порядков. Существенно, что ввиду асимптотического характера
получаемых рядов, дальнейший прогресс в улучшении точности вычисления критических
показателей предполагает не только учет вкладов диаграмм высших порядков, но и ис-
пользования методов «улучшения» и суммирования асимптотических рядов [80–82].

Дополнительную информацию о поведении асимптотических рядов теории возмуще-
ний нам дает вычисление асимптотики высоких порядков коэффициентов их разложения
(АВП). Стандартная процедура вычисления АВП для произвольной теоретико-полевой
величины 𝐴 была предложена Липатовым в [83] и основывается на использовании метода
перевала в функциональном интеграле. Характерная асимптотика, получаемая в резуль-
тате этого подхода, имеет вид 𝐴(𝑁) ≈ 𝑁 ! 𝑞𝑁𝐴𝑁

𝑏𝐴𝐶𝐴, где 𝐴(𝑁) – 𝑁 -й коэффициент разло-
жения физической величины 𝐴 в ряд по константе связи 𝑔, а 𝑞𝐴, 𝑏𝐴 и 𝐶𝐴 – некоторые, не
зависящие от 𝑁 , константы. Из приведенного выражения непосредственно видно, что ряд
теории возмущений для 𝐴 является расходящимся в классическом смысле.

Проблема извлечения числовых результатов из асимптотической теории возмущений
решается процедурой пересуммирования по Борелю [84] доступных членов разложения
или различными её обобщениями (см., например, [80–82]). Существенно, что информация,
необходимая для проведения пересуммирования содержится не только в начальных по-
рядках разложения, но и в их АВП, пересуммирование без учёта которой не может быть
признано корректным [80].

Кроме методов пересуммирования асимптотических рядов, однако, существует раз-
личные альтернативные подходы, основанные на идее получить заведомо сходящиеся раз-
ложения (см, например, работы [85–90]). Именно подход, основанный на сходящихся ря-
дах, был нами использован для продвижения в ренормгрупповом анализе модели (4). Ис-
комый метод, приводящий непосредственно к сходящейся теории возмущений, правда по
некоторому новому дополнительному параметру, был предложен в работе [91] при иссле-
дования стандартной для описания критического поведения 𝑂(𝑛)-симметричной теории
𝜑4. Метод РГ для данного разложения был развит в работах [92; 93]. Очевидные с мате-
матической точки зрения (сходимость ряда теории возмущений) преимущества данного
подхода инициировали попытки его расширения на более общий класс рассматриваемых
моделей [94; 95]. К сожалению, в упомянутых выше работах авторы для оценки радиусов
сходимости получаемых рядов пользуются, вслед за оригинальной работой [91], неравен-
ствами Соболева вместо более точного анализа, предложенного позднее в работах [92;93].

Целью данной работы является анализ эффективной 𝑆𝑈(𝑟)-симметричной двухза-
рядной тензорной модели высокотемпературного фазового перехода в сверхпроводящее
состояние методами квантово-полевой ренормализационной группы в рамках формализ-
ма сходящейся теории возмущений. Поставленная цель требует для своего достижения
решения следующих задач:
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I. Развитие метода построения сходящихся рядов теории возмущений для стандарт-
ных квантово-полевых моделей. Исследование эффектривности его применения к ренорм-
групповому анализу на примере модели А критической динамики.

II. Подробный анализ фазовой картины уравнений Гелл-Манна-Лоу, построенных
по диаграммам сходящейся теории возмущений, и получение РГ-инвариантных констант
ренормировки в модели (4).

III. Получение интегральных уравнений, связывающих "голые" (зависящие от фи-
зически измеряемых параметров) и "бегущие" параметры модели с целью оценок таких
параметров как критическая температура и константа четырёхфермионного взаимодей-
ствия.

Научная новизна. В рамках проделанной работы были впервые решены следую-
щие задачи:

1. Предложен метод построения теории возмущений с конечным радиусом сходимо-
сти для класса однозарядных квантово-полевых моделей с однородным по полям
взаимодействием, опирающийся на диаграммы стандартной (расходящейся) тео-
рии возмущений. Уточнено значение радиуса сходимости получаемых рядов.

2. Исследована применимость предложенного метода сходящейся теории возмуще-
ний на примере модели А критической динамики, где проведено вычисление кри-
тического индекса 𝑧.

3. В формализме сходящейся теории возмущений в модели (4) вычислены РГ-
инвариантные константы перенормировки.

4. В рамках анализа фазовой плоскости уравнений Гелл-Манна-Лоу для тензорной
модели (4) сформулировано и доказано принципиально новое утверждение о том,
что начальные состояния всех сверхпроводников, демонстрирующих высокотем-
пературный фазовый переход первого рода, лежат на одной единственной кривой
в фазовой плоскости "бегущих" констант взаимодействия.

5. Построены и исследованы интегральные уравнения, связывающие "голые" и "бе-
гущие" параметры (4).

Теоретическая и практическая значимость. Результаты, полученные в работе,
могут быть использованы в широком классе моделей квантовой теории поля и статисти-
ческой физики, где стандартные теоретико-возмущенческие подходы либо дают неполное
описание, либо их применение затруднительно. В рамках теории высокотемпературной
сверхпроводимости в слоистых системах полученные качественные и количественные ре-
зультаты могут быть использованы для вычисления эффективных констант четырехфер-
мионного взаимодействия или оценки температуры фазового перехода.

Методология и методы исследования. Методология работы основана на исполь-
зовании методов квантовой теории поля – методе функционального интегрирования, диа-
граммной технике Фейнмана, теории ренормировок и ренормализационной группе. Для
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построения сходящихся рядов теории возмущений применялись методы инстантонного и
асимптотического анализа.

Достоверность полученных результатов. Высокая степень достоверности полу-
ченных результатов обеспечивается использованием различных методов квантовой теории
поля, хорошо зарекомендовавших себя при решении задач, близких к рассматриваемым в
настоящей работе. Для используемого в работе мало известного метода сходящейся тео-
рии возмущений проводился отдельный анализ степени достоверности результатов, по-
лученных на его основе (см. Раздел... и Раздел...). Все результаты, как конечные, так и
промежуточные, находятся в согласии с полученными ранее другими авторами.

Апробация работы. Результаты и положения работы докладывались и обсужда-
лись на следующих научных конференциях:

1. XIII Всероссийский форум студентов, аспирантов и молодых ученых "Наука и
инновации в технических университетах" (Санкт-Петербург, Россия, 2019);

2. 54-я Школа Петербургского Института Ядерной Физики (ПИЯФ), тематическая
школа "Теоретическая физика" (Санкт-Петербург, Россия, 2020);

Публикации. Результаты работы опубликованы в журнале Теоретическая и Мате-
матическая Физика, который включен в перечень ВАК и индексируется базами данных
"Scopus" , "РИНЦ" и "Web of Sciense" а также в тезисах докладов соответствующих кон-
ференций.

1. Nalimov, M.Y., Ovsyannikov, A.V. Convergent perturbation theory for studying phase
transitions, Theor Math Phys, 204, 1033–1045 (2020).

Личный вклад автора. Все включенные в работу результаты были получены ав-
тором лично либо при его непосредственном участии в неразделимом соавторстве.

Объем и структура работы. Работа состоит из Введения, 2 Разделов и Заключе-
ния. Полный объём работы составляет 42 страницы с 3 рисунками и 5 таблицами. Список
литературы содержит 103 наименования.

∙ Во введении дан краткий обзор современной теории сверхпроводимости, обосно-
вана актуальность проделанной работы, сформулирована цель и аргументирована
научная новизна исследований, описаны методология, методы и степень разрабо-
танности темы исследования, а также показана практическая значимость полу-
ченных результатов. Представлены выносимые на защиту научные положения.

∙ В разделе 1 нами определяется класс квантово-полевых моделей, для представите-
лей которого строится общая процедура построения сходящейся теории возмуще-
ний, которая, в свою очередь, опирается на стандартную (расходящуюся) теорию
возмущений и информацию об АВП её коэффициентов. В рамках описываемого
подхода доказывается возможность использования результатов расчетов диаграмм
стандартной теории возмущения для вычислений коэффициентов получаемых схо-
дящихся рядов, определяется их радиус сходимости. Применение предлагаемого
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подхода иллюстрируется на примере стохастической модели А критической дина-
мики.

∙ В разделе 2 строится сходящееся разложение для действия (4). Проводится полный
ренормгрупповой анализ, вычисляются РГ-инвариантные константы ренормиров-
ки, исследуется фазовая картина динамических уравнений на инвариантные заря-
ды и строятся интегральные уравнения для определения физических параметров
модели.

∙ В заключении представлены основные результаты и выводы.
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1. Метод сходящейся теории возмущений

В данном разделе приводится схема построения сходящихся рядов теории возму-
щений для некоторого достаточно широкого класса квантово-полевых моделей и опреде-
ляются условия их сходимости. Исходно предполагается, что во всех интересующих нас
моделях считаются известными диаграммная техника и АВП коэффициентов построен-
ных стандартных разложений. Оказывается, что использование сходящихся разложений
в некоторых задачах традиционного подхода приводит к существенному их упрощению.
Кроме того, полученный формализм позволяет задумываться о решении принципиально
новых задач, таких как, например, исследование асимптотик сильной связи.

Применение предлагаемой схемы иллюстрируется на примере стандартной модели
A [96] стохастической динамики, традиционно применяемой для описания критического
поведения теории 𝜑4. Из всех динамических моделей модель А самая простая и лучше
всего исследованная, по этой причине она традиционно служит полигоном для проверки
разрообразных методов расчетов и описания критической динамики. Кроме того, в ра-
боте [97] было показано, что именно она описывает динамику перехода в сверхтекучее
состояние. Отметим, что используя полученные результаты, описываемый подход может
быть легко обобщен и на другие классы квантово-полевых моделей.

1.1. Общий формализм

Достаточно общую схему построения сходящейся теории возмущений можно полу-
чить рассмотрев класс логарифмических квантово-полевых моделей, описываемых набо-
ром полей 𝜑 ≡ {𝜑𝛼(𝑥)}. В аргумент 𝑥 поля стандартно объединим совокупность всех
непрерывныех и дискретных степеней свободы, характеризующих 𝜑. Будем считать, что
взаимодействие в этом классе задаётся однородным по полям функционалом, в общем
случае, зависящем от полей 𝜑𝛼(𝑥) и их производных 𝜕𝜑 ≡ {𝜕𝑘𝑖 𝜑𝛼(𝑥)}. Для моделей такого
класса действие можно символически записать в виде

𝑆 =
1

2
𝜑𝛼𝐾𝛼𝛽𝜑𝛽 + 𝑔𝐹{𝜑, 𝜕𝜑}, (6)

где 𝑔 – параметр стандартного квантово-полевого разложения.
Cвободную часть 𝑆 определяет квадратичная форма 𝜑𝛼𝐾𝛼𝛽𝜑𝛽, где, не ограничивая

общности, 𝐾 ≡ {𝐾𝛼𝛽} можно считать линейной интегральной операцией с симметричным
ядром. Аналогично, взаимодействие 𝐹{𝜑, 𝜕𝜑} в (6) тоже можно представить локальным
интегральным функционалом с плотностью F(𝜑, 𝜕𝜑), являющейся однородной по всем по-
лям функцией с некоторым вещественным показателем однородности ∆𝐹 > 2. Отсутствие
явной зависимости плотности F(𝜑, 𝜕𝜑) от 𝑥 отражает предполагаемую трансляционную
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инвариантность описываемой системы. Суммирование и интегрирование по всем повто-
ряющимся дискретным и непрерывным аргументам в формуле (6) и аналогичных далее
всегда подразумевается.

По нашему предположению, в рассматриваемой теории (6) известна асимптотика
высоких порядков стандартной КТП теории возмущений, определенная методом инстан-
тонного анализа. В частности, это означает, что для системы уравнений стационарности
метода перевала для действия 𝑆

𝐾𝛼𝛽𝜑𝛽 + 𝑔
𝛿𝐹{𝜑, 𝜕𝜑}

𝛿𝜑𝛼
= 0, (7)

𝐹{𝜑, 𝜕𝜑} = −1/𝑔, (8)

известно нетривиальное решение инстантонного типа в виде набора функций {𝜑(𝑐)
𝛼 (𝑥)} и

точки стационарности 𝑔𝑐. Символом 𝛿/𝛿𝜑𝛼 обозначена соответствующая функциональная
производная по полю 𝜑𝛼. Индекс 𝛼 у инстантонов нумерует полный набор полей, однако
допускается, что некоторые из 𝜑(𝑐)

𝛼 (𝑥) могут тождественно равняться нулю.
Для получения рядов теории возмущений с контролируемой аналитически сходимо-

стью совершим над действием (6) преобразование в стиле [91]

𝑆 −→ 𝑆(𝜁) =
1

2
𝜑𝛼𝐾𝛼𝛽𝜑𝛽 + 𝑔𝜁𝐹{𝜑, 𝜕𝜑} + 𝑎(1 − 𝜁)F

(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀
, (9)

где 𝜁 – числовой параметр преобразования, причём 𝑆(𝜁 = 1) = 𝑆, 𝑎 – некоторое поло-
жительное вещественное число, и для всякого выражения в квадратных скобках

[︀
. . .
]︀

здесь и всюду далее будет подразумевается интегрирование по непрерывным аргументам
и суммирование по дискретным. Выражение F

(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀
представляет собой результат

следующей формальной замены аргументов у F(𝜑, 𝜕𝜑): 𝜑𝛼 → [𝜑𝐾𝜑]1/2 и 𝜕𝑘𝑖 𝜑𝛼 → [𝜑𝐾𝜑]1/2

для каждого 𝛼 = 1, . . . , 𝑛. Выбор показателя степени 1/2 квадратичной формы [𝜑𝐾𝜑] в
члене F

(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀
обеспечивает одинаковую степень однородности для него и функцио-

нала 𝐹{𝜑, 𝜕𝜑}. Предположенную ранее логарифмичность теории данное преобразование
также не нарушает. Отметим, что F

(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀
является однородной функцией своего ар-

гумента порядка ∆𝐹 и, следовательно, имеет вид F
(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀
= 𝐶[𝜑𝐾𝜑]Δ𝐹 /2, где константа

𝐶 = F(1, 1).
Тот факт, что вклад F

(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀
оказывается пропорционален некоторой степени

квадратичной формы [𝜑𝐾𝜑], даёт возможность привести диаграммную технику для пре-
образованных по правилу (9) моделей к уже известной диаграммной технике для (6).
Рассмотрим, например, эту процедуру для 2𝑠-хвостых функций Грина 𝐺𝛼1...𝛼2𝑠 моделей
(9)

𝐺𝛼1...𝛼2𝑠 =

∫︁
D𝜑 𝜑𝛼1(𝑥1) . . . 𝜑𝛼2𝑠(𝑥2𝑠)𝑒

−𝑆(𝜁). (10)
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Вклад в экспоненту соответствующий слагаемому с F
(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀
в (10) можно тождествен-

но переписать, вводя интегрирование с дельта-функцией в представлении Фурье, в виде

𝑒−𝑎(1−𝜁)𝐶[𝜑𝐾𝜑]Δ𝐹 /2

𝜃 ([𝜑𝐾𝜑]) =

∫︁
d𝑦′d𝑦 𝑒−𝑎(1−𝜁)𝐶𝑦

′Δ𝐹 /2

𝑒𝑖𝑦(𝑦
′−𝜑𝛼𝐾𝛼𝛽𝜑𝛽)𝜃 (𝑦′) , (11)

где 𝜃-функция отражает, обычно предполагаемую, положительную определённость квад-
ратичной формы [𝜑𝐾𝜑]. Сразу отметим, что такое предположение не является существен-
ным. Не представляет трудности обобщить этот результат на случай произвольных невы-
рожденных матриц 𝐾, таких что соответствующий гауссов интеграл для (6) существует.

Тождество (11), после подстановки в определение (10) и растяжения полей 𝜑𝛼 →
𝜑𝛼/

√
1 + 2𝑖𝑦, приводит к следующему представлению для 𝐺𝛼1...𝛼2𝑠 в виде

𝐺𝛼1...𝛼2𝑠 =

∫︁
d𝑦

∞∫︁
0

d𝑦′
𝑒−𝑎(1−𝜁)𝐶𝑦

′Δ𝐹 /2+𝑖𝑦𝑦′

(1 + 2𝑖𝑦)𝑠

∫︁
D𝜑 𝜑𝛼1(𝑥1) . . . 𝜑𝛼2𝑠(𝑥2𝑠)𝑒

−̃︀𝑆, (12)

где новое действие ̃︀𝑆 даётся выражениями

̃︀𝑆 =
1

2
𝜑𝛼𝐾𝛼𝛽𝜑𝛽 + ̃︀𝑔𝐹{𝜑, 𝜕𝜑}, ̃︀𝑔 = 𝑔𝜁

⧸︀
(1 + 2𝑖𝑦)Δ𝐹 /2 . (13)

Поскольку ̃︀𝑆 отличается от исходного действия 𝑆 только переопределением парамет-
ра разложения, то, под знаком интегралов по 𝑦 и 𝑦′, диаграммное разложение для 𝐺𝛼1...𝛼2𝑠

в (12) строится по тем же правилам, с точностью до замены вершин 𝑔 −→ ̃︀𝑔, что и для
теорий типа (6) и приводит, топологически, к тем же самым диаграммам.

Дальнейшей нашей целью будет показать, что построенная по параметру 𝜁 теория
возмущений для моделей с действием вида (9), представляет собой сходящийся ряд, в том
числе и в "физической" точке 𝜁 = 1.

Как и в [83; 98] мы будем проводить анализ АВП разложения не принимая во вни-
мание ренормировку действия, поскольку учёт соответствующих контрчленов приводит
только к малым поправкам по 1/𝑁 к решениям уравнений стационарности.

Для вычисления радиуса сходимости искомого ряда по 𝜁 нам требуется знание АВП
𝐺

(𝑁)
𝛼1...𝛼2𝑠 – коэффициента разложения с номером 𝑁 2𝑠-хвостой функции Грина 𝐺𝛼1...𝛼2𝑠 (10)

при 𝑁 → ∞. Воспользуемся тем, что согласно [83]

𝐺(𝑁)
𝛼1...𝛼2𝑠

=
1

2𝜋𝑖

∫︁
D𝜑

∮︁
𝛾

d𝜁 𝜑𝛼1(𝑥1) . . . 𝜑𝛼2𝑠(𝑥2𝑠)𝑒
−𝑆(𝜁)−(𝑁+1) ln 𝜁 , (14)

где 𝛾 – замкнутый контур вокруг нуля в комплексной плоскости.
Однородность функционалов F

(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀
и 𝐹{𝜑, 𝜕𝜑} позволяет в (14) провести рас-

тяжение полей 𝜑𝛼 → 𝑁1/Δ𝐹𝜑𝛼, выделяя в показателе экспоненты большой параметр 𝑁 ,
так, чтобы применить метод перевала. Уравнения стационарности для (14) принимают
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вид

𝑎(1 − 𝜁)F(1, 1)[𝜑𝐾𝜑]
Δ𝐹−2

2 𝐾𝛼𝛽𝜑𝛽 + 𝑔𝜁
𝛿𝐹{𝜑, 𝜕𝜑}

𝛿𝜑𝛼
= 0, (15)

𝐹{𝜑, 𝜕𝜑} − 𝑎F
(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀
= −1/𝜁. (16)

Для дальнейшего анализа АВП (10) необходимо построить решения уравнений (15)
и (16).

Рассмотрим уравнения (15). Они однородны, следовательно, если существует какой-
то нетривиальный набор полей 𝜑

(𝑠)
𝛼 (𝑥), удовлетворяющих (15), то и 𝑧𝜑

(𝑠)
𝛼 (𝑥), тоже будет

им удовлетворять. Такая симметрия уравнений позволяет выбрать нормировку решения
𝜑
(𝑠)
𝛼 (𝑥) так, чтобы число [𝜑(𝑠)𝐾𝜑(𝑠)] = 1. Для этого достаточно поделить каждое из полей
𝜑
(𝑠)
𝛼 (𝑥) на на [𝜑(𝑠)𝐾𝜑(𝑠)]−1/2. При таком выборе нормировки непосредственно видно, что

уравнение (15) отличается от (7) только ещё одним дополнительным растяжением полей.
Указанные соображения позволяют искать решение (15) в виде 𝜑

(𝑠𝑡)
𝛼 (𝑥) =

𝑧𝜑
(𝑠)
𝛼 (𝑥)[𝜑(𝑠)𝐾𝜑(𝑠)]−1/2, где параметр 𝑧 определяется из соотношения

𝑔𝑐

(︂
1

𝑧

)︂Δ𝐹−2

=
𝑔𝜁

𝑎(1 − 𝜁)∆𝐹

, (17)

выражающего равенство коэффициентов при вторых слагаемых уравнений (7) и (15), вы-
полняющееся на функциях 𝜑(𝑠𝑡)

𝛼 (𝑥). Из (17) следует, что выбор 𝑧, необходимый для того,
чтобы поля удовлетворяли уже системе (15), (16) фиксируется выбором точки стационар-
ности 𝜁𝑠𝑡.

Для поиска 𝜁𝑠𝑡 используем приём в стиле [99], подействовав на уравнение (15) опе-
ратором

∑︀
𝛼

∫︀
d𝑥𝜑𝛼(𝑥). Из предполагаемой однородности функционала взаимодействия

𝐹{𝜑, 𝜕𝜑} следует равенство∫︁
d𝑥𝜑𝛼(𝑥)

𝛿𝐹{𝜑, 𝜕𝜑}
𝛿𝜑𝛼

= ∆𝐹𝐹{𝜑, 𝜕𝜑}, (18)

благодаря которому по уравнению (15) можно написать следующее интегральное соотно-
шение, которое можно использовать для определения 𝜁

F
(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀
= − 𝑔𝜁

𝑎(1 − 𝜁)
𝐹{𝜑, 𝜕𝜑}. (19)

Здесь уместно отметить, что, благодаря рассмотренному выше оставшемуся произволу в
выборе нормировки для решений (15), мы можем всегда сделать совместными уравнения
(16) и (19).

Переходя в (19) к решениям 𝜑
(𝑠𝑡)
𝛼 (𝑥) и замечая, что 𝐹{𝜑(𝑠𝑡), 𝜕𝜑(𝑠𝑡)} = (1/𝑧)Δ𝐹×

𝐹{𝜑(𝑠), 𝜕𝜑(𝑠)}, где функционал 𝐹{𝜑(𝑠), 𝜕𝜑(𝑠)} известен из (8), получаем выражение для 𝜁𝑠𝑡
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в виде

𝜁𝑠𝑡 =
1

1 + 𝑔
⧸︁(︁

𝑎𝑔𝑐∆
Δ𝐹 /2
𝐹

)︁ . (20)

По известному инстантону и точке стационарности (20) АВП функций Грина опреде-
ляется стандартно [83;98]. Для вычисления радиуса сходимости реально необходим только
наиболее быстрорастущий вклад в асимптотику, который, как следует из вышеизложен-
ного, полностью определяется точкой стационарности (20):

𝑅 = lim
𝑁→+∞

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐺(𝑁)

𝛼1...𝛼2𝑠

𝐺
(𝑁+1)
𝛼1...𝛼2𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒= |𝜁𝑠𝑡|. (21)

Мы получили радиус сходимости, который стремится к бесконечности при стремле-
нии 𝑎 → 𝑔

⧸︀(︀
(−𝑔𝑐)∆𝐹

Δ𝐹 /2
)︀
. Для исследования модели при "физическом" значении 𝜁 = 1

достаточно, чтобы радиус сходимости превышал единицу, что происходит при выборе па-
раметра 𝑎 > 𝑔

⧸︀(︀
2(−𝑔𝑐)∆𝐹

Δ𝐹 /2
)︀
.

Результаты этого раздела, даваемые формулами (12)-(13) и (20) полностью согласу-
ются с ответами, полученными в работах [92;93], для случая скалярной модели 𝜑4 (отме-
тим, что для единообразия нам пришлось здесь ввести константу 𝑎 в четыре раза больше,
чем в статьях [92;93]).

При построении ренормгрупповых уравнений в теориях типа (6) применимы анало-
гичные [?; 100] соображения, приводящие к уравнению РГ вида

D𝑅𝐺 𝐺𝑅
2𝑘 ≡

[︀
𝒟𝜇 + 𝛽1𝜕𝑔1 + 𝛽2𝜕

2
𝑔1

+ . . .− 𝛾𝜏𝒟𝜏 + . . .+ 𝛾𝑘
]︀
𝐺𝑅

2𝑘 = 0, (22)

в котором коэффициенты 𝛽𝑖 перед соответствующими производными по зарядам и 𝛾 за-
висят от порядка разложения функции Грина и параметров 𝑔1, 𝑔2, 𝑎, 𝜁. Здесь многоточи-
ями обозначены члены со старшими производными по 𝑔 и 𝜏 соответственно, а символом
𝒟–логарифмическая производная по соответствующему аргументу. При наличии фикси-
рованной точки исследование РГ уравнения в форме (38) позволяет, кроме всего прочего,
ответить на вопрос о её ИК-устойчивости. Можно строить решение уравнения (38) по тео-
рии возмущений и аналогично [?] показать, что в некоторой окрестности фиксированной
точки вклады со старшими производными по зарядам можно отбросить, ограничившись
исследованием уравнения

[𝒟𝜇 + 𝛽1𝜕𝑔1 + 𝛽2𝜕𝑔2 − 𝛾𝜏𝒟𝜏 + 𝛾𝑘]𝐺
𝑅
2𝑘 = 0. (23)

Соответствующие РГ-функции (38) можно найти, пользуясь методом, предложен-
ным в [?; 92; 101;101].
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1.2. А-модель критической динамики

Модель A критической динамики, в соответствии с классификацией [96], являет-
ся типичным представителем эффективных теорий, описывающих процесс релаксации и
критического замедления в неравновесной системе и позволяющих установить дисперсию
𝜔 ∼ 𝑘𝑧 флуктуаций параметра порядка в ИК пределе 𝑘 → 0. Модель A принадлежит
изинговскому классу универсальности, который включает непосредственно изинговский
магнетик, бинарные смеси и критическую точку жидкость-пар. Её действие в MSR фор-
мализме [102] имеет вид

𝑆A = 𝜆𝜑′𝜑′ + 𝜑′
(︁
− 𝜕𝑡𝜑+ 𝜆

(︁
𝜕2𝜑− 𝑔𝜑3/6

)︁)︁
(24)

и зависит от основного поля 𝜑 и MSR-сопряженного к нему поля 𝜑′. Оба поля зависят
от 𝑑-мерных пространственных координат и времени 𝑡, 𝜆 – ответственный за затухание
коэффициент Онзагера. АВП стандартной КТП теории возмущений в данной модели были
определены в [98] методом инстантонного анализа.

Динамическое действие А-модели, преобразованное согласно (9), имеет вид

𝑆A = 𝜆
(︁
𝜑′𝜑′ + 𝜕2𝜑

)︁
− 𝜑′𝜕𝑡𝜑− 𝜁𝜆𝑔𝜑3/6 − 𝑎(1 − 𝜁)

(︁
𝜆
(︁
𝜑′𝜑′ + 𝜕2𝜑

)︁
− 𝜑′𝜕𝑡𝜑

)︁
. (25)

Данная теория – мультипликативно ренормируема, а сама ренормировка проводится
по схеме, описанной в конце раздела 1.1. Используется размерная регуляризация в про-
странстве 𝑑 = 4 − 𝜀, где 𝜀 – отклонение размерности пространства от логарифмической
размерности теории, а так же MS-схема перенормировок. Ренормированное действие А-
модели под знаком интеграла по 𝜎 имеет вид:

𝑆 = 𝜆 ̃︀𝑍1𝜑
′𝜑′ + 𝜑′

(︁
− ̃︀𝑍2𝜕𝑡𝜑+ 𝜆

(︁ ̃︀𝑍3𝜕
2𝜑− 𝜁𝑔 ̃︀𝑍4𝜑

3/6
)︁)︁
, (26)

где ̃︀𝑍𝑖 = 𝑍𝑖

(︁
𝜁𝑔
⧸︁(︀

1 + 𝑖𝜎
√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀2)︁. Единичный радиус сходимости обеспечивается при
выборе 𝑎 > 𝑔/(16𝜋2) [93; 98]).

Рассматриваемая теория имеет статический предел, поэтому используя известную
связь динамики со статикой при ренормировке [68] можно написать 𝑍1 = 𝑍2

𝜑𝑍
−1
𝜆 , где

константа 𝑍𝜑 совпадает с вычисленной в статической теории 𝜑4.
В соответствие с [93; 98] уравнение РГ для ренормированной функции Грина 𝐺𝑘,𝑘′

теории (26) получается в виде[︁
𝒟𝜇 + 𝛽𝑔𝜕𝑔 + . . .+ 𝛾𝜆𝒟𝜆 + . . .+ 𝛾𝜑,𝑘 + 𝛾𝜑′,𝑘′

]︁
𝐺𝑘,𝑘′ = 0, (27)
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где многоточиями обозначены члены со старшими производными по 𝑔 и 𝜆 соответственно.
Функция Грина 𝐺𝑘,𝑘′ имеет 𝑘 внешних хвостов, соответствующих полю 𝜑, и 𝑘′ соответ-
ствующих 𝜑′.

Для вычисления коэффициентов уравнения (27) был использован метод, предло-
женный в [93]. Из наличия равновесного статического предела в рассматриваемой модели
следует, что коэффициенты 𝛽𝑔 и 𝛾𝜑 совпадают со статическими и вычислены в [93]. В
данной работе их значения исправлены с учетом известных результатов шестипетлевых
расчетов [80].

Таким образом, достаточно было вычислить РГ функцию 𝛾𝜆, выражение для которой
можно получить приравняв нулю коэффициент при операторе [𝜑′𝜑′] в уравнении (27). Что
для ⟨𝜑𝜑⟩ корреляционной функции приводит к выражению

𝛾𝜆 = −𝑔𝜕𝑔
∑︁
𝑛

𝐶𝑛𝑔
𝑛𝜁𝑛𝑈2𝑛+1/𝑈1 − 𝛾𝜑,2, (28)

где 𝐶𝑛– коэффициенты разложения по 𝑔 вычета в простом полюсе константы ренорми-
ровки 𝑍1 = 1 +

∑︀
𝑛𝐶𝑛𝑔

𝑛/𝜖 + 𝒪(1/𝜖2), которая известна из пятипетлевых вычислений в
работе [103].

В отличие от [93] в данной работе мы не стали применять итерационное решение
на положение фиксированной точки (анализ показал, что оно вносит дополнительную су-
щественную погрешность), а воспользовались численным решением. При использовании
сходящейся схемы вычисления критических индексов необходимо обеспечить, чтобы по-
ложение фиксированной точки описывалось сходящимся при 𝜁 = 1 рядом. Также [93], в
качестве наиболее адекватного значения параметра 𝑎 выбирается минимальное, поскольку
оно обеспечивает максимальный вклад в вычисляемую величину сосчитанных членов тео-
рии возмущений. Следует отметить, что как использование результатов шестипетлевых
вычислений в стандартной теории возмущений, так и применение более точного метода
нахождения фиксированной точки изменили значение параметра 𝑎 с 4𝑎 = 0.536, при-
веденного в статьях [92; 93], (напомним, что у нас сейчас этот параметр увеличился в
четыре раза) на 𝑎 = 0.556. Вычислив сответствующее значение заряда в фиксированной
точке 𝑔* = 86.2, мы сосчитали в сходящейся теории возмущений значение динамического
критического индекса 𝑧 = 2 + 𝛾𝜆 − 𝜂 [68] в однокомпонентной A-модели стохастической
динамики в трехмерном пространстве и заодно уточнили по результатам шестипетлевых
вычислений [80] значение статического индекса 𝜂.

Число учтенных петель 2 3 4 5 6

Статический индекс 𝜂 0.0084 0.016 0.0222 0.0272 0.0311

Динамический индекс 𝑧 2.0061 2.0111 2.0149 2.0176 –

Таблица 4: Зависимость результатов от числа учтенных членов разложения при 𝑎 = 0.556
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Приведенные в таблице 4 результаты позволяют оценить погрешность применяемого
метода. Отметим, что в отличие от стандартного 𝜖-разложения приведенные порядки 𝜁 –
разложения не демонстрируют знакопеременность.

Полученное выше значение динамического индекса 𝑧 следует сравнивать с полу-
ченным после многочисленных и трудоемких исследований, с использованием Борель-
пересуммирования, в работе [103] значением 𝑧 = 2.0247.

Для иллюстрации того, как преобразует ряды теории возмущений применяемая нами
сходящаяся схема, интересно сравнить непересуммированное 𝜖-разложение динамического
критического индекса [103]:

𝑧(𝜖) = 2 + 0.0134461562𝜖2 + 0.0110362802𝜖3 − 0.0055791𝜖4 + 0.01773𝜖5,

где следует полагать 𝜖 = 1, с соответствующим 𝜁 разложением (в точке 𝜁 = 1) при 𝜖 = 1:

𝑧(𝜁) = 2 + 0.006101𝜁2 + 0.0049968𝜁3 + 0.003847𝜁4 + 0.002629𝜁5.

Данное выражение иллюстрирует сходимость рядов предлагаемого разложения. Послед-
ний член в выражении 𝑧(𝜁) может служить для определения погрешности сходящейся
теории возмущений. В рамках этой погрешности ее результаты совпадают с полученными
в [103].
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2. Флуктуационная модель описания сверхпроводимости

2.1. Сходящаяся теория возмущений в флуктуационной модели

Изложенный в разделе 1.1 метод построения рядов теории возмущений, имеющих
ненулевой радиус сходимости, был применён нами к 𝑆𝑈(𝑟) – симметричной тензорной
модели с действием (4). Для удобства, приведём здесь его ещё раз

𝑆 = Tr(𝜒+ (−∆ + 𝜏0)𝜒) +
𝑔01
4

(︀
Tr(𝜒+𝜒)

)︀2
+
𝑔02
4

Tr(𝜒+𝜒𝜒+𝜒).

Как уже отмечалось, данная двухзарядная модель мультипликативно ренормируема [75],
а само действе 𝑆 представляет собой функционал от 𝜒 и 𝜒+ – эрмитово-сопряженных
антисимметричных матричных полей ранга 𝑟 = 2𝑝, зависящих от 𝑑-мерных координат x.

Для петлевых разложений 2𝑠-корреляционных функций в (4) было проведено иссле-
дование АВП их коэффициентов [74]. Как всегда [83], поиск АВП осуществлялся методом
инстантонного анализа при 𝑑 = 4 и 𝜏0 = 0. Для вариационных уравнений метода перевала
были найдены нетривиальные решения 𝜒(𝑠𝑡), 𝜒

+
(𝑠𝑡) и соответствующая им точка стационар-

ности. Всюду далее, не ограничивая общность рассуждений, будем полагать, что все поля
𝜒 и 𝜒+ приведены к пфаффовой форме некоторым ортогональным преобразованием, т.е.
имеют вид

𝜒 = diag(𝑠1𝜎, . . . , 𝑠𝑝𝜎), 𝜒+ = diag(−𝑠*1𝜎, . . . ,−𝑠*𝑝𝜎), 𝜎 =

(︃
0 −1

1 0

)︃
(29)

где 𝑠𝑖(x) : R𝑑 → C, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑝 некоторые комплекснозначные функции. Матрицы 𝜒(𝑠𝑡),
𝜒+
(𝑠𝑡) также имеют вид (29), причём на главных диагоналях у них расположены блоки с

инстантонами вида

𝑠
(𝑠𝑡)
𝑖 (x) =

𝛼𝑖(𝑤𝑠𝑡)

|x|2 + 1
, (30)

каждый из которых представляет из себя, по существу, известный анзац для аналогич-
ных уравнений в скалярной теории 𝜑4 [83]. Параметры 𝛼𝑖 в (30) определены с точностью
до произвольного фазового множителя. Их абсолютные значения устроены следующим
образом: в матрицах 𝜒𝑠𝑡 и 𝜒+

𝑠𝑡 существует 𝑚 блоков с |𝛼𝑖| = 0, и 𝑛 одинаковых блоков с
|𝛼𝑖|2 = −16/(2𝑛𝑔02𝑤𝑠𝑡+𝑔01𝑤𝑠𝑡), причем 𝑚+𝑛 = 𝑝. С учетом указанной блочной структуры
инстантона для точки стационарности точка было найдено значение

𝑤𝑠𝑡(𝑛) = −4𝑛

3

16𝜋2

2𝑛𝑔01 + 𝑔02
. (31)
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Используя результаты раздела 1.1, построим в рассматриваемой модели при 𝑑 = 4,
сходящееся разложение теории возмущений. Преобразовав (4) по формуле (9), представим
его в виде

𝑆 = Tr(𝜒+ (−∆ + 𝜏0)𝜒) + 𝑎
[︀
Tr
(︀
𝜒+ (−∆)𝜒

)︀]︀2
+ 𝜁

(︁𝑔01
4

(︀
Tr(𝜒+𝜒)

)︀2
+
𝑔02
4

Tr(𝜒+𝜒𝜒+𝜒) − 𝑎
[︀
Tr
(︀
𝜒+ (−∆)𝜒

)︀]︀2)︁
.

(32)

Для разложений по 𝜁 в этой теории формула (20) позволяет сразу написать выра-
жение для точки стационарности 𝜁T

𝑠𝑡 в виде

𝜁T
𝑠𝑡 =

1

1 − 1/(16𝑎(−𝑤𝑠𝑡))
. (33)

Сходимость ряда при "физическом" значении 𝜁 = 1 гарантируется при выполнении усло-
вия |𝜁T

𝑠𝑡| > 1, которое достигается при выборе 𝑎 > 3(2𝑛𝑔1 + 𝑔2)/(2048𝜋2𝑛).
Также в разделе 1.1 была описана процедура, позволяющая эффективно свести диа-

граммную технику построенной модели (32) к соответствующей известной технике для
(4). Поскольку для конкретного рассматриваемого случая ∆𝐹 = 4 интеграл по 𝑦′ в (12)
легко вычисляется при помощи формул (12)-(13), после тривиальной замены переменной
𝑦 мы можем в данном случае написать стандартное выражение для 2𝑠-хвостых функций
Грина теории (4) в виде

𝐺2𝑠 =
1√
𝜋

∫︁
d𝜎 𝑒−𝜎2(︀

1 + 𝑖𝜎
√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀𝑠 ∫︁ D𝜒D𝜒+ 𝜒1𝜒
+
2 . . . 𝜒2𝑠−1𝜒

+
2𝑠 𝑒

−̃︀𝑆,
̃︀𝑆 = Tr(𝜒(−∆ + 𝜏0)𝜒

+) +
̃︀𝑔01
4

Tr
(︀
𝜒𝜒+𝜒𝜒+

)︀
+
̃︀𝑔02
4

(︀
Tr
(︀
𝜒𝜒+

)︀)︀2
, (34)

где введены обозначения ̃︀𝑔0𝑘 = 𝑔𝑘𝜁
⧸︁(︀

1 + 𝑖𝜎
√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀2
, 𝑘 = 1,2, 𝜒2𝑗−1 ≡ 𝜒(x2𝑗−1) и 𝜒+

2𝑗 ≡
𝜒+(x2𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑠. Таким образом, введя вспомогательное интегрирование по 𝜎, мы
переходим от модели (4) к (34).

2.2. Ренормгруппа в матричной модели

Под знаком интеграла по 𝜎 действие (34), вслед за (4), мультипликативно ренорми-
руемо. После ренормировки оно принимает вид

̃︀𝑆𝑅 = ̃︀𝑍2
𝜒Tr(𝜒+

(︁
−∆ + 𝜏 ̃︀𝑍𝜏)︁𝜒) + ̃︀𝑍4

𝜒𝜇
𝜀

(︃̃︀𝑔1 ̃︀𝑍̃︀𝑔1
4

Tr
(︀
𝜒𝜒+𝜒𝜒+

)︀
+
̃︀𝑔2 ̃︀𝑍̃︀𝑔2

4

(︀
Tr
(︀
𝜒𝜒+

)︀)︀2)︃
, (35)

в котором ренормированные параметры связаны с затравочными соотношениями вида
𝜒 −→ 𝜒 ̃︀𝑍𝜒, 𝜏0 = 𝜏 ̃︀𝑍𝜏 и ̃︀𝑔0𝑘 = ̃︀𝑔𝑘𝜇𝜀 ̃︀𝑍̃︀𝑔𝑘 , где 𝜇 – ренормировочная масса.
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Константы ренормировки ̃︀𝑍𝑘 в (35) отличаются от соответствующих ренормировоч-
ных констант 𝑍𝑘 модели (4) (известных из [74]) только заменой аргументов 𝑔𝑘 → ̃︀𝑔𝑘 =

𝑔𝑘𝜁
⧸︁(︀

1 + 𝑖𝜎
√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀2.
Аналогично [74;75], в качестве регуляризации воспользуемся размерной регуляриза-

цией в пространстве 𝑑 = 4− 𝜀, а в качестве схемы перенормировок – MS-схемой, в рамках
которой константы ренормировки представляются рядом Лорана по параметру 𝜀

̃︀𝑍𝑘 = 1 +
̃︀𝑍(1)
𝑘

𝜀
+ 𝒪

(︂
1

𝜀2

)︂
, где ̃︀𝑍(1)

𝑖 =
∑︁
𝑚,𝑛

𝐶(𝑘)
𝑚𝑛 ̃︀𝑔𝑚1 ̃︀𝑔𝑛2 , 𝑘 = (𝜒, 𝑔1, 𝑔2). (36)

Ренормированные функции Грина модели (34) удобно представить в форме выраже-
ния (34), в котором проведено растяжение полей 𝜒 −→ 𝜒/ ̃︀𝑍𝜒

𝐺𝑅
2𝑠 =

1√
𝜋

∫︁
d𝜎 𝑒−𝜎

2

∫︁
D𝜒D𝜒+ 𝜒1𝜒

+
2 . . . 𝜒2𝑠−1𝜒

+
2𝑠(︀

1 + 𝑖𝜎
√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀𝑠 ̃︀𝑍−2𝑠
𝜒 𝑒−

̃︀𝑆𝑅 , (37)

̃︀𝑆𝑅 = Tr(𝜒+
(︁
−∆ + 𝜏 ̃︀𝑍𝜏)︁𝜒) + 𝜇𝜀 ̃︀𝑍̃︀𝑔1 ̃︀𝑔14 (︀Tr

(︀
𝜒𝜒+

)︀)︀2
+ 𝜇𝜀 ̃︀𝑍̃︀𝑔2 ̃︀𝑔24 Tr

(︀
𝜒𝜒+𝜒𝜒+

)︀
.

Уравнение ренормгруппы для ренормированных функций Грина в форме (37) можно
построить аналогично [92;100]. Такой подход приводит к уравнению вида

[︀
𝒟𝜇 + 𝛽1𝜕𝑔1 + 𝛽2𝜕𝑔2 + 𝛽11𝜕

2
𝑔1

+ 𝛽12𝜕𝑔1𝜕𝑔2 + . . .− 𝛾𝜏𝒟𝜏 + . . .+ 𝛾𝑠
]︀
𝐺𝑅

2𝑠 = 0, (38)

в котором 𝛽-функции перед соответствующими производными по зарядам, 𝛾𝜏 и 𝛾𝑠 зави-
сят параметров 𝑔1, 𝑔2, 𝑎, 𝜁. Аналогично соображениям, приведенным в конце раздела 1,
перейдем к уравнению ренормгруппы в форме

[𝒟𝜇 + 𝛽1𝜕𝑔1 + 𝛽2𝜕𝑔2 − 𝛾𝜏𝒟𝜏 + 𝛾𝑠]𝐺
𝑅
2𝑠 = 0, (39)

РГ-функции которого можно искать пользуясь методом, предложенным в [92; 100; 101].
Приравнивая нулю коэффициенты разложения 𝐺𝑅

2𝑠 по независимым составным операто-
рам [Tr (𝜒𝜒+𝜒𝜒+)] и

[︁
(Tr (𝜒𝜒+))

2
]︁
, получаем коэффициенты 𝛽𝑖, 𝑖 = 1,2, 𝛾𝜏 и 𝛾𝑠 в виде

𝛾𝑠 = −2𝑠

𝑈𝑠
𝑔𝑘𝜕𝑔𝑘

(︃∑︁
𝑚,𝑛

𝐶(𝜒)
𝑚𝑛𝑔

𝑚
1 𝑔

𝑛
2 𝜁

𝑚+𝑛𝑈2(𝑚+𝑛)+𝑠

)︃
, (40)

𝛾𝜏 = − 1

𝑈𝑠
𝑔𝑘𝜕𝑔𝑘

(︃∑︁
𝑚,𝑛

(︀
𝐶(𝜏)
𝑚𝑛 − 2𝑠𝐶(𝜒)

𝑚𝑛

)︀
𝑔𝑚1 𝑔

𝑛
2 𝜁

𝑚+𝑛𝑈2(𝑚+𝑛)+𝑠

)︃
+ 𝛾𝑠, (41)

𝛽𝑖 =
𝑔𝑖
𝑈𝑠+2

𝑔𝑘𝜕𝑔𝑘

(︃∑︁
𝑚,𝑛

(︀
𝐶(𝑔𝑖)
𝑚𝑛 − 2𝑠𝐶(𝜒)

𝑚𝑛

)︀
𝑔𝑚1 𝑔

𝑛
2 𝜁

𝑚+𝑛𝑈2(𝑚+𝑛)+𝑠+2

)︃
− 𝑔𝑖(2𝛾𝑠 + 𝜀), (42)

где суммирование по 𝑘 = 1,2 предполагается и, аналогично [91–93], после интегрирования
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Рис. 2 Поведение фазовых траекторий
инвари- антных зарядов в плоскости 𝑔1,
𝑔2 при 𝑑 = 3. Граница заштрихованной
области примерно соответствует фазово-
му переходу первого рода.

Рис. 3 Сепаратриса (жирная линия) для
фазовых траекторий инвариантных за-
рядов в плоскости 𝑔1, 𝑔2. Граница за-
штрихованной области примерно соот-
ветствует фазовому переходу первого
рода.

по параметру 𝜎 были введены функции

𝑈𝑠 =
1√
𝜋

∫︁
d𝜎

𝑒−𝜎
2(︀

1 + 𝑖𝜎
√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀𝑠 =
1

Γ(𝑠)

∞∫︁
0

𝑑𝑡 𝑡𝑠−1𝑒−𝑡−𝑎(1−𝜁)𝑡
2/4.

В [92] показано, что первая 𝛽 функция уравнения РГ (в нашем случае – первые:
𝛽1, 𝛽2) в форме (38) корректно описывает окрестность фиксированной точки и, тем самым,
критическое поведение теории. В рассматриваемом сейчас случае ситуация иная: вместо
критического поведения модель при 𝑟 > 2 демонстрирует фазовый переход первого рода.
Однако действие (32) возвращается к исходной форме (4) при 𝜁 = 1, тем же свойством
обладают уравнение РГ и РГ-функции – коэффициенты этого уравнения. Мы собираемся
продемонстрировать, что сосчитанных пяти петель в теории возмущений хватает, чтобы с
достаточной точностью воспроизвести пересуммированные 𝛽 функции [75] стандартного
КТП разложения по нашим 𝛽 функциям, полученным в сходящейся теории возмущений.

Для этого, как и в [75], воспользуемся численным решением системы на инвариант-
ные заряды РГ-уравнения в виде⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑𝑔𝑖
𝑑𝜉

=
𝛽𝑖(𝑔1, 𝑔2)

2 + 𝛾𝜏 (𝑔1, 𝑔2))
, 𝑖 = 1,2,

𝑔𝑖|𝜉=0 = 𝑔𝑖.

(43)

В (43) использованы бета-функции 𝛽1, 𝛽2, даваемые выражениями (42) и (40). 𝑔𝑖 – соответ-
ствующие инвариантные заряды, 𝜉 = ln (𝜏/𝜇2) – динамическая переменная РГ-уравнения.
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Анализ системы (43) проводился на основе преобразованных в соответствии с
(40),(42) бета-функций обычной КТП теории возмущений, вычисленных в [74] в пяти-
петлевом приближении. Результаты численного анализа системы в пятипетлевом по при-
ближении для 𝑟 = 4 и 𝑎 ≈ 11.4 (обеспечивающем сходимость во всей исследуемой области
инвариантных зарядов) приведены на рис. 2. Здесь проявляется ситуация, аналогичная
обнаруженной в [72], [75] и [74] для одно-, трех- и пятипетлевого приближения соответ-
ственно. А именно, несмотря на отсутствие фиксированной точки, фазовые траектории
при 𝑑 = 3, стартуя с разных начальных условий, начинают сближаться и пересекать
границу фазового перехода 1-го рода (примерно совпадающей с границей устойчивости
действия [74]) при некором значении 𝜉0 параметра 𝜉.

Отметим, что анализ РГ-уравнений в форме (43) позволяет пролить свет на при-
роду возникающего явления примерной универсальности в поведении траекторий. Дело
в том, на уровне численного анализа удалось установить, что система дифференциаль-
ных уравнений (43) является "жёсткой". Располагая возможностью рассматривать пра-
вые части исследуемых уравнений как отрезки рядов сходящейся теории возмущений,
кроме очевидно существующей сепаратрисы 𝑔2 = 0, мы обнаружили еще одну сепаратри-
су (пертурбативно устойчивую в том смысле, что изменение учета разных порядков теории
возмущений лишь незначительно сдвигает ее положение), изображенную на рис. 3. В ин-
тересной области, ограниченной этими двумя сепаратрисами 𝛽𝑔2 < 0, фазовые траектории
притягиваются к верхней сеператрисе, что и может, в некотором смысле, объяснить сбли-
жение фазовых траекторий инвариантных зарядов [72] при стремлении к точке фазового
перехода первого рода.

Благодаря использованию формализма сходящейся теории возмущений удается по-
лучить удобную для анализа связь между затравочными и "бегущими" параметрами мо-
дели (4). Эта связь основывается на очевидной ренорминвариантности "голых" парамет-
ров модели, из которой следует, что константы перенормировки на самом деле являются
некоторыми функциями первых интегралов уравнения (39), т.е. решений системы (43).
Формально, ренорминвариантность некоторой величины 𝐹 можно выразить равенством̃︀𝒟𝜇𝐹 = 0, где оператор ̃︀𝒟𝜇 определяется как логарифмическая производная по 𝜇 при фик-
сированных значениях затравочных параметров. Получение уравнений на пересуммиро-
ванные с помощью ренормгруппы константы ренормировки можно выразить следующим
образом

̃︀𝒟𝜇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝑔01 = 𝜇𝜖𝑔1𝑍𝑔1

𝑔02 = 𝜇𝜖𝑔2𝑍𝑔2

𝜏0 = 𝜏𝑍𝜏

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =⇒

−𝜖 = 𝛽𝑖𝜕𝑖
(︀

ln(𝑔1𝑍𝑔1)
)︀

−𝜖 = 𝛽𝑖𝜕𝑖
(︀

ln(𝑔2𝑍𝑔2)
)︀

𝛾𝜏 = 𝛽𝑖𝜕𝑖
(︀

ln(𝑍𝜏 )
)︀

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (44)

Для однозарядных моделей дифференциальные уравнения из (44) имеют известные
решения [68]. В исследуемом же случае двухзарядной модели аналитического представ-
ления для решения не существует, поэтому было предложено воспользоваться теорией
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возмущений. В рамках используемой в работе схеме MS, константы перенормировки пред-
ставляются в виде (36), т.е. реально необходимым является только знание вычета в про-
стом полюсе по 𝜀. Основная идея состоит в том, чтобы представить неизвестные функции
ln(𝑍𝑔1), ln(𝑍𝑔2) и ln(𝑍𝜏 ) в виде главной части ряда Лорана по степеням 𝜀, т.е. в форме
ln(𝑍𝑘) =

∑︀
𝑚

𝑃
(𝑘)
𝑚 /𝜀𝑚, 𝑘 ∈ {𝑔1, 𝑔2, 𝜏} и попытаться получить рекуррентную систему на

функции 𝑃 (𝑘)
𝑚 . Знание набора 𝑃 (𝑘)

𝑚 однозначно определяет искомый вычет, откуда следует
единственность (в рамках теории возмущений) предъявляемого решения уравнений (44).

Построение рекуррентной системы на функции 𝑃 (𝑘)
𝑚 производится следующим обра-

зом. Определим 𝑓𝑖 = 𝛽𝑖 + 𝜀𝑔𝑖, 𝑖 = 1, 2, тогда оператор 𝛽𝑖𝜕𝑖 можно по линейности предста-
вить в виде 𝛽𝑖𝜕𝑖 = −𝜀DI + DII. Здесь DI = 𝑔1𝜕𝑔1 + 𝑔2𝜕𝑔2 и DII = 𝑓1𝜕𝑔1 + 𝑓2𝜕𝑔2 . Определенные
таким образом операторы обладают следующими свойствами: DI ln(𝑔1) = DI ln(𝑔2) = 1 и
DII ln(𝑔1) = 𝑓1/𝑔1, DII ln(𝑔2) = 𝑓2/𝑔2. Используя эти свойства, подставляя ln(𝑍𝑘) в виде
ряда с коэффициентами 𝑃

(𝑘)
𝑚 в (44) и приравнивая члены при одинаковых степенях 𝜀,

получаем следующую рекуррентную систему

DI𝑃
(𝑖)
𝑘 = 𝑓𝑖/𝑔𝑖, DI𝑃

(𝑖)
𝑘 = DII𝑃

(𝑖)
𝑘−1, 𝑘 > 1, 𝑖 = 𝑔1, 𝑔2.

DI𝑃
(𝜏)
𝑘 = −𝛾𝜏 , DI𝑃

(𝜏)
𝑘 = DII𝑃

(𝜏)
𝑘−1, 𝑘 > 1.

Хорошее свойство полученной системы состоит в том, что уравнения вида DI𝑤 = 𝑦

разрешимы в квадратурах:

𝑤 =

∫︁
𝑦(𝑔1, 𝑔2𝑢)/𝑔1d𝑔1

⃒⃒
𝑢=𝑔2/𝑔1

+ 𝐹 (𝑢)
⃒⃒
𝑢=𝑔2/𝑔1

,

где 𝐹 (𝑢) произвольная дифференцируемая функция. Поскольку вся процедура осуществ-
ляется в рамках теории возмущений, то возникающие произвольные функции следует
считать равными 0 (иначе полученное решение не удается согласовать с выражением (36),
которое в данной процедуре играет роль начального условия).

Окончательно, пересуммированные в рамках ренормгруппы, константы перенорми-
ровки получются в виде 𝑍𝑅𝐺

𝑘 = exp
(︁∑︀

𝑃
(𝑘)
𝑚 /𝜖𝑚

)︁
, 𝑘 ∈ {𝑔1, 𝑔2, 𝜏}, где 𝑃

(𝑘)
𝑚 теперь есть

функции решений системы (43).
При обсуждении инвариантных зарядов 𝑔𝑖(𝜉), получаемых решением уравнений (43),

до сих пор никак не был фиксирован произвол в выборе точки нормировки. Ранее было
показано, что имеется целый класс начальных условий, выходя из которых фазовые тра-
ектории демонстрируют поведение, характерное для фазового перехода первого рода, т.е
пересекают линию потери устойчивости системы. Последнее было сформулировано в [72]
в виде требования на положительную определённость функционала (4), которое можно
представить в виде неравенств

𝑔2 > 0, 𝑔2 + 𝑟𝑔1 > 0, (45)
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где ренормированные заряды 𝑔1 и 𝑔2, после пересуммирования по ренормгруппе превра-
щаются в инвариантные.

Теперь же, после получения РГ-инвариантных констант ренормировки, указанный
произвол можно зафиксировать однозначно. С одной стороны, обязательным условием
на "физическую" траекторию будет являться пересечение ею линии потери устойчиво-
сти (45). А с другой, следует вспомнить условие 𝑔01 = 0 для "нефизической" вершины
𝑔01, которое, тем не менее, оказывается очень важны для проведенного ренормгруппового
анализа. В итоге, получается система нелинейных уравнений вида{︃

𝑟𝑔1(𝜉) + 𝑔2(𝜉) = 0,

𝑔1𝑍
𝑅𝐺
𝑔1

(𝑔1(𝜉), 𝑔2(𝜉)) = 0.
(46)

Численное решение (46) при 𝑟 > 2 и некотором фиксированном 𝑎 (анализ показал,
что ситуация, в целом, не меняется при изменении 𝑎) дает единственное пертурбативно-
устойчивое решение – точку в фазовой плоскости инвариантных зарядов, через которую,
по теореме существования и единственности для дифференциальных уравнений, пройдет
единственная фазовая кривая. Результат численного решения системы (46) для 𝑎 = 11.4

и 𝑟 = 4 приведен в таблице 5

Число учтенных петель 1 2 3 4 5

Значение 𝑔1 -0.1000 -0.0857 -0.700 -0.665 -0.640

Таблица 5: Координата 𝑔1 искомой точки (𝑔2 = −4𝑔1)

Взяв полученную точку в качестве начального условия для системы (43) удается
построить искомую кривую в плоскости (𝑔1, 𝑔2).

Ситуация, когда значения всех допустимых ренормированных зарядов лежат на од-
ной кривой приводит к новому утверждению о том, что каждой точке означенной кривой
взаимнооднозначно соответствует своя температура. Рассмотрим, уравнения, связываю-
щие затравочные и теперь уже РГ-инвариантные константы

{︃
𝑔02(𝑇 ) = 𝜇𝑔2𝑍

𝑅𝐺
𝑔2

(𝑔1, 𝑔2)

𝜏0(𝑇 ) = 𝜏𝑍𝑅𝐺
𝜏 (𝑔1, 𝑔2)

, =⇒ ln

(︂
𝜏0(𝑇 )

𝑔202(𝑇 )

)︂
= ln 𝜉 + ln

⎛⎜⎝ 𝜏𝑍𝑅𝐺
𝜏 (𝑔1, 𝑔2)

𝑔22

(︁
𝑍𝑅𝐺
𝑔2

(𝑔1, 𝑔2)
)︁2
⎞⎟⎠.

Здесь введены обозначения 𝑔𝑖(𝜉) = 𝑔𝑖, 𝜉 = ln(𝜏/𝜇2), 𝑖 = 1,2.
Из последнего соотношения видно, что каждой точке на кривой действительно бу-

дет соответствовать своя температура, если предварительно фиксировать своеобразное
начало отсчета для параметра 𝜉. Напомним, что 𝜉 параметризует решение автономной
системы дифференциальных уравнений, в которых всегда существует симметрия относи-
тельно сдвига 𝜉 → 𝜉 + 𝜉0. В нашей системе подобного сдвига можно добиться фиксацией
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произвольного параметра 𝜇 . Наличие такого произвола реально означает, что одной про-
извольной точке на кривой мы всегда можем сопоставить любую напередзаданную темпе-
ратуру, после чего все остальные температуры будут определяться движением по кривой
однозначно.

Отметим так же, что полученные уравнения, связывающие затравочные и ренормин-
вариантные параметры модели есть ни что иное как петлевые поправки к теории среднего
поля. Например, в стандартном подходе к теории сверхпроводимости уравнение 𝜏0(𝑇 ) = 0

определяет критической температуру фазового перехода, мы же имеем аналогичное урав-
нение с ненулевой (но малой) правой частью.

Потенциально, из полученных уравнений может быть проведена оценка для крити-
ческой температуры фазового перехода. Однако, на практике, для этого необходимо иметь
независимое экспериментальное определение константы четырехфермионного взаимодей-
ствия, чего на данный момент пока нет. Можно решать обратную задачу и восстановить
искомую константу взаимодействия по известной из эксперимента критической темпера-
туре, как и поступают в большинстве теоретических работ по ВТСП. Вычисленные таким
образом константы 𝜆 в нашей модели, в целом, совпадают с результатами других теоре-
тических работ и численных экспериментов.
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Заключение

В работе исследовалась флуктуационная 𝑆𝑈(𝑟)-симметричная двухзарядная мат-
ричная модель высокотемпературного фазового перехода 1-го рода в сверхпроводящее
состояние, имеющего место в слоистых системах и (или) с подрешетками. Здесь уместно
отметить обнаруженный недавно фазовый переход в сверхпроводящее состояние с рекорд-
но высокой 𝑇𝑐 у различных соединений типа H2𝑆 [49;52–55]. Основные результаты работы
можно сформулировать в виде следующих пунктов:

1. Для успешного ренормгруппового анализа искомой модели был предложен ме-
тод построения теории возмущений с конечным радиусом сходимости в классе
однозарядных квантово-полевых моделей с однородным по полям взаимодействи-
ем, опирающийся на диаграммы стандартной (расходящейся) теории возмущений.
Уточнено значение радиуса сходимости получаемых рядов.

2. Исследована применимость предложенного метода сходящейся теории возмуще-
ний на примере модели А критической динамики, где проведено вычисление кри-
тического индекса 𝑧. Показано, что используемый метод имеет смысл восприни-
мать как еще один инструмент анализа квантово-полевых разложений.

3. В формализме сходящейся теории возмущений в модели (4) найдены константы
перенормировки как функции инвариантных зарядов.

4. В рамках анализа фазовой плоскости уравнений Гелл-Манна-Лоу для тензорной
модели (4) сформулировано и доказано принципиально новое утверждение о том,
что начальные состояния всех сверхпроводников, демонстрирующих высокотем-
пературный фазовый переход первого рода, лежат на одной единственной кривой
в фазовой плоскости "бегущих" констант взаимодействия. Тем самым, оконча-
тельно выяснена природа обнаруженного ранее в [72; 74; 75] явления – квазиуни-
версального поведения траекторий фазового перехода первого рода

5. Построены интегральные уравнения, связывающие затравочные и "бегущие" па-
раметры
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