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1. Введение

Объектом неугасающего интереса традиционно являются разнообразные
квантовые фермионные системы. В частности, такой интерес вызван наличием
в таких системах известного фазового перехода в сверхпроводящее состояние.
Например, для электронных систем он проявляется в образовании т.н. куперов-
ских пар – связанных электронных состояний на фермиевской поверхности, для
которых в спектре появляется зазор – щель, наличие которого и обеспечивает
возможность протекания тока без сопротивления.

Известны два принципиально отличных способа описания сверхпроводи-
мости в таких системах. Первой является классическая теория перехода в сверх-
проводящее состояние в электронных системах [1], в рамках которой было пред-
ложено в качестве параметра порядка использовать т.н. аномальное решение
уравнения Дайсона, появляющееся выше точки фазового перехода в виде нену-
левых средних ⟨ ̂︀𝜓+

↑
̂︀𝜓+
↓ ⟩ и ⟨ ̂︀𝜓↑ ̂︀𝜓↓⟩ от операторов поля. Такой подход позволяет в

рамках теории возмущений (ТВ) обнаружить факт фазового перехода и вычис-
лить его температуру, однако имеет существенный недостаток в виде невозмож-
ности построения теории среднего поля как нулевого приближения для функ-
ционала свободной энергии, поскольку такая теория не может быть построе-
на в грассмановых переменных. Второй способ, фактически представляющий
из себя эффективную теорию типа 𝜑4 [2; 3], позволяет в небольшой окрест-
ности фазового перехода построить для предполагаемого параметра порядка
инфракрасно-эффективное (ИК-эффективное) действие в форме функционала
Гинзбурга-Ландау, в котором учтены только существенные в критическом ре-
жиме вклады. Для такого действия теория среднего поля может быть построена
исходя из общих соображений о структуре параметра порядка.

Наряду с частицами со спином 𝑠 = 1/2 большой интерес представляет ис-
следование систем фермионов с высшими спинами. Известно [4], что взаимодей-
ствие в таких системах может быть описано 𝑈(𝑟)-симметричным потенциалом,
где 𝑟 есть число возможных проекций спина на выбранную ось квантования.
Однако такая симметрия не обязательно является причиной наличия у частиц
старших спинов, она может иметь место, например, в твёрдых телах, где элек-
троны проводимости описываются волновыми функциями с дополнительными
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индексами, т.н. псевдоспиновыми степенями свободы, связанными с особенно-
стями геометрии и зонной структуры. Далее мы, для определённости, будем
говорить только о спиновых степенях свободы, имея в виду вышеизложенное.

В работе [5] в рамках второго подхода к описанию сверхпроводимости
рассматривалась микроскопическая модель с локальным 𝑈(𝑟)-симметричным
взаимодействием типа “плотность-плотность”. Для этой модели было построено
ИК-эффективное действие при помощи введённых тензорных бозонных полей
𝜒 и 𝜒+ и, в рамках мацубаровского формализма, установлена их связь с пара-
метрами порядка исходной модели.

Для описания окрестности фазового перехода полученное действие ис-
следовалось методами квантово-полевой ренормализационной группы (РГ) на
основе (4 − 𝜀)-разложения в [5–7], на основе одно-, трёх- и пятипетлевого при-
ближения. Была обнаружена нетривиальная зависимость характера фазового
перехода от спина фермионов. А именно, при 𝑟 = 1/2 наблюдается известный
фазовый переход второго рода, однако в случае старших спинов 𝑟 > 4 происхо-
дит флуктуационный срыв непрерывного фазового перехода к переходу перво-
го рода, который имеет место при более высокой температуре. Для получения
колличественных ответов в реальных размерностях пространства авторам при-
шлось решать стандартную для квантовой теории поля (КТП) проблему рас-
ходимости получаемых рядов теории возмущений. Из-за факториального роста
коэффициентов разложения для пересуммирования получаемых рядов исполь-
зовался метод Бореля-Лероя. Следствием асимптотичности рядов ТВ явилось
также то, что пересуммированные уравнения на инвариантные заряды стали
интегро-дифференциальными, численное решение которых, как известно, со-
пряжено со значительными трудностями.

Попыткой справиться с этой проблемой является реализованный в на-
стоящей работе метод построения сходящейся теории возмущений. Такая идея
построения таких сходящихся теоретико-возмущенческих разложений, сама по
себе, не является новой. Для скалярной модели 𝜑4 такой подход был реализован
в работе [8] и уточнён в [9;10]. В данной работе мы применим его к полученной
в [5] тензорной модели, попутно обобщив сам способ построения на достаточ-
но большой класс моделей КТП, и исследуем получающиеся в рамках такого
подхода уравнения на инвариантные заряды.
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Структура работы такова: в разделе 1 описывается построение ИК-
эффективного действия для нашей модели в терминах бозонных полей 𝜒 и 𝜒+. В
разделе 2 происходит построение сходящейся ТВ, для полученной в 1 тензорной
модели. В разделе 3 выводятся уравнения ренормгруппы, модифицированные
для случая сходящегося разложения, с помощью которых проводится анализ
критического поведения модели.
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2. Описание сверхпроводящего фазового перехода

Отправной точкой для нашего анализа служит, стандартно применяемая
при описании критического поведения [1], квантово-полевая модель с действием

𝑆 = 𝜓+
𝑙

(︂
𝜕𝑡 −

∆

2𝑚
− 𝜇

)︂
𝜓𝑙 +

𝜆

2
𝜓+
𝑙 𝜓𝑙𝜓

+
𝑙′ 𝜓𝑙′ , (1)

в котором 𝜓𝑙(x, 𝑡), 𝜓*
𝑙 (x, 𝑡) – комплексно-сопряженные грассмановы поля, свя-

занные по своей природе с фермионными волновыми функциями, индексы
𝑙′, 𝑙 = 1,2, . . . , 2𝑝 отражают возможность наличия у полей дополнительной знач-
ковой структуры связанной, например, с возможными значениями проекций
спина. Зависимость компонент полей от 𝐷-мерных координат x и “мнимого
времени” 𝑡 ∈ [0, 𝛽 ≡ 1/𝑇 ] (предполагается эвклидов разворот) всюду подра-
зумевается. Здесь ∆ – оператор Лапласа, 𝑇 – температура в энергетических
единицах, 𝑚 – масса фермиона, 𝜇 – химический потенциал системы и 𝜆 – по-
ложительная константа взаимодействия. Граничные условия по времени для
функций 𝜓𝑙, 𝜓*

𝑙 стандартно предполагаются антипериодическими

𝜓𝑙(x, 𝑡) = −𝜓𝑙(x, 𝑡+ 𝛽), 𝜓*
𝑙 (x, 𝑡) = −𝜓*

𝑙 (x, 𝑡+ 𝛽).

Все необходимые интегрирования по 𝑡 и x в формуле (1) и аналогичных форму-
лах, а также суммирования по повторяющимся значкам в дальнейшем всюду,
где это не оговорено отдельно, подразумеваются.

При помощи преобразования Хаббарда-Стратоновича в работе [5] дей-
ствие (1) было преобразовано к виду

𝑆𝐻𝑆 = 𝜓+
𝑙

(︂
𝜕𝑡 −

∆

2𝑚
− 𝜇

)︂
𝜓𝑙 + Tr(𝜒+𝜒) +

√︂
𝜆

2
𝜒𝑙𝑙′

(︀
𝜓+
𝑙 𝜓

+
𝑙′

)︀
+

√︂
𝜆

2
𝜒+
𝑙𝑙′ (𝜓𝑙𝜓𝑙′) . (2)

Здесь и далее в работе под символом Tr всюду будет пониматься матричная
операция взятия следа. Переменные 𝜒 и 𝜒+ следует понимать как эрмитово-
сопряженные антисимметричные матрицы ранга 𝑟 = 2𝑝, уже с периодическими
граничными условиями по времени. Их средние значения, как было показано [5],
напрямую связаны с параметрами порядка в исходной модели (1), а сами пере-
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менные 𝜒, 𝜒+ являются безмассовыми критическими модами в точке фазового
перехода.

Структура полученного действия (2) позволила выполнить гауссово инте-
грирование по фермионным полям 𝜓, 𝜓+ и перейти к чисто бозонному действию
в форме гамильтониана Гинзбурга-Ландау, существенная при дальнейшем ан-
лизе часть которого имеет вид

𝑆𝑒 = Tr(𝜒+ (−∆ + 𝜏)𝜒) +
𝑔1
4

Tr(𝜒+𝜒𝜒+𝜒) +
𝑔2
4

(︀
Tr(𝜒+𝜒)

)︀2
. (3)

Заметим, что интегрирование в (3) ведется только по 𝐷-мерным коорди-
натам ввиду того, что в критической области поля 𝜒 и 𝜒+ можно считать 𝑡-
независимыми. Соответствующие интегралы порождают множители вида 1/𝑇 ,
устраняемые растяжением полей.

Константу 𝑔2 пришлось включить в действие для обеспечения мульти-
пликативной ренормируемости теории. При 𝑝 = 1 (обычные электроны прово-
димости) члены взаимодействия в выражении для 𝑆𝑒 оказываются линейно-
зависимыми, константы взаимодействия предствляют собой один параметр
𝑔 = 𝑔1+2𝑔2, что сразу приводит нас к 𝑂(2)-симметричной теории 𝜑4. Однако для
любого другого 𝑝 действие (3) независимо содержит в себе уже обе константы
связи. Такими значениями 𝑝 могут характеризоваться как обычные электрон-
ные поля, имеющие по каким-то причинам дополнительные индексы (индекс
подрешётки, индекс, соответствующий вырождению зонной структуры и т.п.),
так и носители заряда с высшими спинами.

Не ограничивая общность рассуждений, весь дальнейший анализ можно
проводить в предположении, что матрицы 𝜒 и 𝜒+ приведены к пфаффовой
форме некоторым ортогональным преобразованием, т.е.

𝜒 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑠1𝜎 0 . . . 0

0 𝑠2𝜎 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 𝑠𝑝𝜎

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝜒+ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−𝑠*1𝜎 0 . . . 0

0 −𝑠*2𝜎 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . −𝑠*𝑝𝜎

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (4)

где

𝜎 =

(︃
0 −1

1 0

)︃
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и функции 𝑠𝑖(x), 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑝 являются комплекснозначными отбражениями,
т.е. 𝑠𝑖(x) : R𝐷 → C.

Для действия в форме (3) условие устойчивости (положительной опреде-
лённости) можно сформулировать в виде следующего неравенства1

𝑔1 + 𝑟𝑔2 > 0 (5)

1Для его получения достаточно к формальному требованию положительной определён-
ности члена взаимодействия: 𝑔1Tr 𝜒+𝜒𝜒+𝜒 + 𝑔2 (Tr 𝜒

+𝜒)
2 > 0 применить неравенство

Коши-Буняковского-Шварца, считая что матрицы 𝜒 и 𝜒+ имеют указаный в (4) блочно-
диагональныый вид.
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3. Сходящееся разложение в матричной модели

Диаграммная техника для матричной модели (3) была построена в ра-
боте [6]. Петлевые интегралы в ней совпадают со скалярной теорией 𝜑4, отли-
чие состоит лишь в симметрийных коэффициентах перед диаграммами. Здесь
существенную роль играет то, что пропагатор имеет тензорную структуру. В
представлении Фурье затравочный пропагатор устроен так:

П𝑗1,𝑗2
𝑖1,𝑖2

=
𝑊 𝑗1,𝑗2

𝑖1,𝑖2

k2 + 𝜏
,

𝑊 𝑗1,𝑗2
𝑖1,𝑖2

=
1

2

(︀
𝛿𝑖1,𝑗1𝛿𝑖2,𝑗2 − 𝛿𝑖1,𝑗2𝛿𝑖2,𝑗1

)︀
,

где 𝛿𝑛,𝑚 – символ Кронекера.
Также в [6] для петлевых разложений1 в модели (3) было проведено ис-

следование асимптотики высоких порядков (АВП). Как всегда [11], поиск АВП
осуществлялся при 𝜏 = 0 и 𝐷 = 4. Рассматривались 2𝑘-хвостые функции Гри-
на, для которых были найдены нетривиальные решения 𝜒(𝑠𝑡), 𝜒

+
(𝑠𝑡) вариацион-

ных уравнений в методе перевала и соответствующая им точка стационарности.
Матрицы 𝜒(𝑠𝑡), 𝜒

+
(𝑠𝑡) – пфаффовы, на главных диагоналях у них расположены

блоки с инстантонами вида

𝑠
(𝑠𝑡)
𝑖 (x) =

𝛼𝑖(𝑧𝑠𝑡)

|x|2 + 1
, (6)

каждый из которых представляет из себя, по существу, известный анзац для
аналогичных уравнений в скалярной теории 𝜑4 [11]. Параметры 𝛼𝑖 оказыва-
ются определёнными неоднозначно, а с точностью до произвольного фазового
множителя. Их абсолютные значения устроены следующим образом: в мат-
рицах 𝜒𝑠𝑡 и 𝜒+

𝑠𝑡 существует 𝑚 блоков с |𝛼𝑖| = 0 и 𝑛 одинаковых блоков с
|𝛼𝑖|2 = −16/(2𝑛𝑧𝑔2 + 𝑧𝑔1), причем 𝑚 + 𝑛 = 𝑝. С учетом указанной блочной

1При этом константы взаимодействия 𝑔1 и 𝑔2 можно считать пропорциональными, т.е.
𝑔𝑖 = 𝑧𝑔𝑖, 𝑖 = 1,2 и строить разложение по степеням 𝑧
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структуры точка стационарности была получена в виде

𝑧𝑠𝑡(𝑛) = −4𝑛

3

1

2𝑛𝑔2 + 𝑔1
. (7)

По известному инстантону и точке стационарности сама АВП функций
Грина определяется стандартно [11;12].

Знание АВП модели (3) позволяет нам применить к ней подход, разрабо-
танный для теории 𝜑4 в работах [8–10], использующий некоторую модификацию
действия теории и приводящий к сходящимся рядам.

Напишем модифицированное действие (3) в виде

𝑆 =
1

2
Tr(𝜒+ (−∆ + 𝜏)𝜒) +

𝑎

2

[︀
Tr
(︀
𝜒+ (−∆)𝜒

)︀]︀2
+ 𝜁

(︁𝑔1
4

Tr(𝜒+𝜒𝜒+𝜒) +
𝑔2
4

(︀
Tr(𝜒+𝜒)

)︀2 − 𝑎

2

[︀
Tr
(︀
𝜒+ (−∆)𝜒

)︀]︀2)︁
,

(8)

здесь 𝑎 – произвольная положительная вещественная постоянная, 𝜁 – новый
параметр разложения и под символом

[︀
. . .
]︀

здесь и далее подразумевается ин-
тегрирование соответствующего выражения в скобках. Модель (8) совпадает с
исходной при “физическом” значении 𝜁 = 1. Поэтому, по окончании всех вычис-
лений, все ряды, полученные в модели (8), следует считать в точке 𝜁 = 1. При
этом нетрудно видеть, что разложение по 𝜁 приводит к тем же диаграммам,
что и для исходного действия (3), т.е. к диаграммам скалярной 𝜑4-модели.

Для ответа на вопрос о сходимости теории возмущений в модели (8) сле-
дует провести аналогичный [6] анализ АВП коэффициентов разложения в ряды
по параметру 𝜁. Рассмотрим 2𝑘-хвостые функции Грина модели (8) при 𝜏 = 0

𝐺(𝑥1, . . . ,𝑥2𝑘, 𝜁) =

∫︁
𝐷𝜒𝐷𝜒+ 𝜒(𝑥1)𝜒

+(𝑥2) . . . 𝜒(𝑥2𝑘−1)𝜒
+(𝑥2𝑘)𝑒−𝑆, (9)

где переменная 𝑥 это четырёхвектор 𝑥 = (x,𝑡).
Сам анализ АВП коэффициентов ряда теории возмущений для (9) стан-

дартно [11] основывается на представлении 𝑁 -го коэффицианта разложения в
виде

𝐺(𝑁)(𝑥1, . . . , 𝑥2𝑘) =
1

2𝜋𝑖

∮︁
𝛾

d𝜁
𝜁𝑁+1

𝐺(𝑥1, . . . , 𝑥2𝑘, 𝜁) (10)
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и последующем применении метода перевала в функциональном интеграле. Ин-
теграл в (10) берётся по контуру 𝛾, охватывающему ноль в комплексной плос-
кости.

Для использования метода перевала в (10) требуется “остановить” пере-
вальную точку. Это возможно сделать, если сделать в обоих интегралах (9)
растяжение переменных 𝜒+ → 4

√
𝑁𝜒+ и 𝜒 → 4

√
𝑁𝜒. Введём обозначение

𝐺
(𝑁)
2𝑘 ≡ 𝐺(𝑁)(𝑥1, . . . , 𝑥2𝑘), тогда интеграл в правой части (10) после замены пе-

ременной перейдёт в

𝐺
(𝑁)
2𝑘 =

𝑁𝑘/2

2𝜋𝑖

∫︁
𝐷𝜒𝐷𝜒+

∮︁
𝛾

d𝜁 𝐹 (𝜒, 𝜒+, 𝜁) 𝑒−𝑁(𝒥+ln 𝜁), (11)

где предэкспонента ℱ и функционал 𝒥 , соответственно, суть

𝐹 (𝜒, 𝜒+, 𝜁) =
𝑘∏︁

𝑗=1

𝜒(𝑥2𝑗−1)𝜒
+(𝑥2𝑗) exp

(︃
−
√
𝑁

2
Tr
(︀
𝜒+ (−∆)𝜒

)︀
− ln 𝜁

)︃
, (12)

𝒥 = (1 − 𝜁)
𝑎

2

[︀
Tr
(︀
𝜒+ (−∆)𝜒

)︀]︀2
+ 𝜁

(︁𝑔1
4

Tr(𝜒+𝜒𝜒+𝜒) +
𝑔2
4

(︀
Tr(𝜒+𝜒)

)︀2)︁
. (13)

Система уравнений стационарности 𝛿ℐ/𝛿𝜒 = 0, 𝛿ℐ/𝛿𝜒+ = 0 и 𝜕ℐ/𝜕𝜁 = 0

для функционала ℐ = 𝒥 + ln 𝜁 записывается в виде

−∆𝜒 𝑎(1 − 𝜁)
[︀
Tr
(︀
𝜒+ (−∆)𝜒

)︀]︀
+
𝑔1𝜁

2
𝜒𝜒+𝜒+

𝑔2𝜁

2
𝜒Tr(𝜒+𝜒) = 0,

−∆𝜒+ 𝑎(1 − 𝜁)
[︀
Tr
(︀
𝜒+ (−∆)𝜒

)︀]︀
+
𝑔1𝜁

2
𝜒+𝜒𝜒+ +

𝑔2𝜁

2
𝜒+Tr(𝜒+𝜒) = 0,

𝜁

∫︁ {︂
𝑔1
4

Tr(𝜒+𝜒𝜒+𝜒) +
𝑔2
4

(︀
Tr(𝜒+𝜒)

)︀2}︂
𝑑x− 𝑎𝜁

2

[︀
Tr
(︀
𝜒+ (−∆)𝜒

)︀]︀2
= −1.

(14)

Напомним, что поля 𝜒, 𝜒+ всегда можно привести к виду (4). Также можно
заметить, что первое и второе уравнение системы (14) отличаются эрмитовым
сопряжением, поэтому можно рассматривать только одно из них, например,
первое.

Нам уже известна точка стационарности (7) и структура инстантонного
решения (6) для аналогичной системы уравнений в четырёхмерном простран-
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стве

−∆𝑠𝑖(x) +
𝑔1𝑧

2
|𝑠𝑖(x)|2𝑠𝑖(x) + 𝑔2𝑧𝑠𝑖(x)

𝑝∑︁
𝑘=1

|𝑠𝑘(x)|2 = 0, (15)

∫︁ {︂
𝑔1
2

𝑝∑︁
𝑘=1

|𝑠𝑘(x)|4 + 𝑔2

(︃
𝑝∑︁

𝑘=1

|𝑠𝑘(x)|2
)︃2}︂

dx = −1

𝑧
. (16)

Это система уравнений стационарности из [6], написанная для матриц приве-
дённых к пфаффовой форме. В общем случае, она состоит из 2𝑝 дифференци-
альных уравнений и одного интегрального. Однако здесь мы приводим только
первые 𝑝 дифференциальных уравнений, записанных в форме (15), поскольку
остальные отличаются от них только комплексным сопряжением.

Рассмотрим первое и третье уравнение в системе (14) и представим их в
аналогичной форме

−∆𝑠𝑖 2𝑎(1 − 𝜁)

(︃∫︁ 𝑝∑︁
𝑘=1

𝜕𝑠*𝑘 𝜕𝑠𝑘 dx

)︃
+
𝑔1𝜁

2
|𝑠𝑖|2𝑠𝑖 + 𝑔2𝜁𝑠𝑖

𝑝∑︁
𝑘=1

|𝑠𝑘|2 = 0, (17)

∫︁ {︂
𝑔1
2

𝑝∑︁
𝑘=1

|𝑠𝑘|4 + 𝑔2

(︃
𝑝∑︁

𝑘=1

|𝑠𝑘|2
)︃2}︂

dx− 𝑎

(︃∫︁ 𝑝∑︁
𝑘=1

𝜕𝑠*𝑘 𝜕𝑠𝑘 dx

)︃2

= −1

𝜁
, (18)

здесь и далее мы пользуемся обозначениями 𝑠𝑖 ≡ 𝑠𝑖(x) и 𝜕 ≡ 𝜕/𝜕x, где под про-
изводной по вектору понимается вектор, составляющие которого равны произ-
водным по составляющим вектора. Под произведением таких векторов всюду
подразумевается скалярное произведение.

Дифференциальные уравнения (17) определяют инстантон в нашей мо-
дели. Видно, что они тривиально приводится к виду (15), благодаря чему
наш инстантон оказывается линейно зависящим от своего аналога 𝜒𝑠𝑡, явля-
ющегося решением (15). Таким образом, решение (17) можно искать в виде:
𝑠
(𝑠𝑡)
𝑖 (x) = 𝜂𝑖 𝑠

(𝑠𝑡)
𝑖 (x) (здесь нет суммирования по значкам), где 𝑠(𝑠𝑡)𝑖 определено

в (6) и 𝜂𝑖 не зависит от x. Блочная структура получаемого инстантона полно-
стью совпадает с таковой для 𝜒𝑠𝑡, фактически, происходит просто переопределе-
ние коэффициентов 𝛼𝑖 −→ 𝜂𝑖𝛼𝑖. Отметим, что фаза 𝜂𝑖 остаётся неопределённой
и её можно объединить с фазой 𝛼𝑖 в один новый произвольный параметр.

В [6] для определения 𝑧𝑠𝑡 использовалось интегральное уравнение (16) с
функциями 𝑠(𝑠𝑡)𝑖 . Аналогично, мы воспользуемся уравнением (18) с функциями
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𝑠
(𝑠𝑡)
𝑖 для поиска 𝜁𝑠𝑡. Поскольку решения (15) и (17) пропорциональны, то первое

слагаемое уравнения (18) в точности равно −|𝜂𝑖|4/𝑧𝑠𝑡, что позволяет нам из (18)
определить связь между |𝜂𝑖| и 𝜁𝑠𝑡.

Функции 𝑠(𝑠𝑡)𝑖 и точка стационарности 𝑧𝑠𝑡 обращают уравнение (15) в тож-
дество. Аналогично, функции 𝑠

(𝑠𝑡)
𝑖 и точка 𝜁𝑠𝑡 должны обращать в тождество

уравнение (17). Воспользуемся тем, что в таком случае первые слагаемые этих
уравнений оказываются определённым образом пропорциональны друг другу.
Это даёт нам второе условие на |𝜂𝑖| и 𝜁𝑠𝑡.

При помощи полученных выше условий параметры |𝜂𝑖| и 𝜁𝑠𝑡 однозначно
выражаются через 𝑧𝑠𝑡 и 𝑠(𝑠𝑡)𝑖

|𝜂𝑖|4 =
1 + 2𝑎𝑐𝑧𝑠𝑡

2𝑎𝑐 (1 + 𝑎𝑧𝑠𝑡𝑐2)
, 𝜁𝑠𝑡 =

2𝑎𝑐𝑧𝑠𝑡
1 + 2𝑎𝑐𝑧𝑠𝑡

, (19)

где 𝑐 – функционал от 𝑠(𝑠𝑡)𝑖 , определяемый как

𝑐 =

∫︁ ∑︁
𝑘

𝜕𝑠
(𝑠𝑡)
𝑘

*(x)𝜕𝑠
(𝑠𝑡)
𝑘 (x) dx = 𝑛

4

3
𝜋2|𝛼𝑖(𝑧𝑠𝑡)|2. (20)

Используя найденный инстантон и точку стационарности, можно сразу
же заключить, что в старшем по 𝑁 порядке

𝐺
(𝑁)
2𝑘 ∼ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡2𝑘𝑁

𝑏𝑑𝑁+1 exp

(︃
−
√
𝑁

2
Tr
(︀
𝜒+
𝑠𝑡 (−∆)𝜒𝑠𝑡

)︀)︃
, (21)

где 𝑑 = max𝑛 |𝑑(𝑛)| и 𝑑(𝑛) = 1/𝜁𝑠𝑡. Отметим, что величина 𝜁𝑠𝑡 зависит от заря-
дов, поэтому главный вклад в асимптотику дает наибольнее по модулю значение
𝑑(𝑛), вклады же остальных – экспоненциально малы. Константа 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡2𝑘 здесь
несущественна, о методах её вычисления можно посмотреть в [12–14], показа-
тель 𝑏 вычислен для произвольных функций Грина в [15].

Знания общего вида АВП 𝐺
(𝑁)
2𝑘 достаточно для того, чтобы сразу же по-

лучить радиус сходимости теории возмущений по 𝜁, поскольку он, очевидно,
определяется наиболее быстрорастущим вкладом в асимптотику.

𝑅 = lim
𝑁→+∞

𝐺
(𝑁)
2𝑘

𝐺
(𝑁+1)
2𝑘

= 𝜁𝑠𝑡, где 𝜁𝑠𝑡 =
1

1 − 1/(32𝑎𝜋2(−𝑧𝑠𝑡))
. (22)
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Мы получили радиус сходимости, который стремится к бесконечности при
стремлении 𝑎 −→ 1/(32𝜋2(−𝑧𝑠𝑡)), что согласуется с результатом, полученным в
работе [10] для 𝑂(𝑛)-симметричной модели 𝜑4. Для исследования модели при
“физическом” значении 𝜁 = 1 достаточно, чтобы радиус сходимости превышал
единицу. Это происходит при выборе параметра 𝑎 > 3(2𝑛𝑔2+𝑔1)/(256𝜋2𝑛), таким
образом, чем большим выбирается 𝑎, тем для больших значений зарядов можно
использовать нашу теорию возмущений.

Здесь мы рассматривали неренормированные функции Грина (9) в про-
странстве 𝐷 = 4, однако этот факт не является существенным при определении
радиуса сходимости рядов по 𝜁.

Итак, нами предъявлена сходящаяся теория возмущений для модели (8),
радиус сходимости которой даётся формулой (22). Следует отметить, что эта
задача может быть решена в рамках существенно более общей постановки (см.
Приложение А).
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4. Ренормгрупповой анализ модели

В этой главе существенно различать ренормированные и неренормирован-
ные переменные, поэтому переобозначим исходные константы взаимодействия
𝑔1 и 𝑔2 теории (8) следующим образом: 𝑔1 ≡ 𝑔10, 𝑔2 ≡ 𝑔20. Рассмотрим разло-
жение 2𝑘-хвостых ненормированных функций Грина 𝐺2𝑘 модели (8) по 𝜁 при
𝜏 = 0. Следуя [9; 10] определение (9) можно эквивалентно переписать в виде

𝐺2𝑘 =
1√
2𝜋

∫︁
d𝜎 𝑒−𝜎2/2

∫︁
𝐷𝜒𝐷𝜒+ 𝜒1𝜒

+
2 . . . 𝜒2𝑘−1𝜒

+
2𝑘 exp

(︂
−1

2
Tr(𝜕𝜒𝜕𝜒+)

×
(︁

1 + 2𝑖𝜎
√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︁
− 𝜁

(︁𝑔10
4

Tr
(︀
𝜒𝜒+𝜒𝜒+

)︀
+
𝑔20
4

(︀
Tr
(︀
𝜒𝜒+

)︀)︀2)︁)︂
, (23)

здесь для удобства введены обозначения 𝜒2𝑗−1 ≡ 𝜒(𝑥2𝑗−1) и 𝜒2𝑗 ≡ 𝜒(𝑥2𝑗),
𝑗 = 1, . . . , 𝑘. Действительно, гауссово интегрирование по 𝜎 возвращает нас к
определению в форме (9). Таким преобразованием мы фактически привели на-
ше действие в показателе экспоненты к исходной форме (3). Чтобы аналогия бы-
ла полной удобно сделать растяжение полей в виде 𝜒 −→ 𝜒/(1+2𝑖𝜎

√︀
𝑎(1 − 𝜁))1/2

и 𝜒+ −→ 𝜒+/(1+2𝑖𝜎
√︀
𝑎(1 − 𝜁))1/2, после которой выражение (23) преобразуется

к виду

𝐺2𝑘 =
1√
2𝜋

∫︁
d𝜎 𝑒−𝜎2/2

∫︁
𝐷𝜒𝐷𝜒+ 𝜒1𝜒

+
2 . . . 𝜒2𝑘−1𝜒

+
2𝑘(︁

1 + 2𝑖𝜎
√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︁𝑘
× exp

(︃
−1

2
Tr(𝜕𝜒𝜕𝜒+) − 𝜁

⎛⎜⎝𝑔10Tr (𝜒𝜒+𝜒𝜒+) + 𝑔20 (Tr (𝜒𝜒+))
2

4
(︁

1 + 2𝑖𝜎
√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︁2
⎞⎟⎠)︃.

(24)

Эффективно, такая замена переменных лишь переопределяет константы вза-
имодействия 𝑔10 и 𝑔20 и поля 𝜒1 . . . 𝜒2𝑘. Здесь существенно отметить, что для
выражения в форме (24) обычные соотношения между связными, полными и 1-
неприводимыми функциями Грина выполняется только для 𝜎-зависимых функ-
ций Грина (заданных функциональным интегралом (24) при фиксированной 𝜎),
а не для самих 𝐺𝑅

2𝑘, где интеграл по 𝜎 взят.
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Ренормированное действие нашей модели (3) имеет вид

𝑆𝑅 =
1

2
𝒵𝜒𝒵𝜒+ (1 + 𝒵𝜏𝜏) Tr(𝜒+ (−∆)𝜒)

+ 𝒵𝜒
2𝒵2

𝜒+

(︂
𝑔1𝜇

𝜀𝒵𝑔1

4
Tr
(︀
𝜒𝜒+𝜒𝜒+

)︀
+
𝑔2𝜇

𝜀𝒵𝑔2

4

(︀
Tr
(︀
𝜒𝜒+

)︀)︀2)︂
,

(25)

где 𝒵𝜏 , 𝒵𝜒, 𝒵𝜒+ , 𝒵𝑔1
и 𝒵𝑔2

– соответствующие константы ренормировки, 𝜇 – ре-
нормировочная масса, а параметры 𝑔1, 𝑔2 теперь понимаются как безразмерные
ренормированные заряды.

В рамках разложения по 𝜁 гриновские функции (23) ренормируются обыч-
ным образом под знаком интеграла по 𝜎, за тем исключением, что константы
ренормировки при этом перестают зависеть только от пары зарядов 𝑔1 и 𝑔2 и
начинают зависеть от 𝜎

̃︀𝒵𝑖(𝜎) = 𝒵𝑖

(︂
𝑔1𝜁
⧸︁(︁

1 + 2𝑖𝜎
√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︁2
, 𝑔2𝜁

⧸︁(︁
1 + 2𝑖𝜎

√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︁2)︂
, (26)

где индекс 𝑖 = (𝑔1, 𝑔2). В работе используется размерная регуляризация в про-
странстве 𝐷 = 4− 𝜀, где 𝜀 – отклонение размерности пространства от логариф-
мической размерности теории, а в качестве схемы перенормировок 𝑀𝑆-схема,
в которой, как известно, константы ренормировки представляются главной ча-
стью ряда Лорана по параметру 𝜀

̃︀𝒵𝑖 = 1 +
𝑍

(1)
𝑖

𝜀
+ 𝒪

(︂
1

𝜀2

)︂
, где 𝑍

(1)
𝑖 =

∑︁
𝑚,𝑛

𝐶
(𝑖)
𝑚𝑛𝑔𝑚1 𝑔

𝑛
2 𝜁

𝑚+𝑛(︁
1 + 2𝑖𝜎

√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︁𝑚+𝑛 . (27)

Здесь 𝑖 = (𝑔1, 𝑔2, 𝜒, 𝜒
+) и 𝐶(𝑖) – матрица коэффициентов разложения для

вычета в простом полюсе соответствующей константы ренормировки.
Применения схемы минимальных вычитаний вместе с размерной регуля-

ризацией в безмассовом пределе 𝜏 −→ 0 для модели (25) позволяет не рассмат-
ривать перенормировку вакуумных петель зависимых от 𝜎 функций Грина, по-
скольку они и соответствующие им контрчлены исчезают в этом пределе [15;16].

В рамках 𝑀𝑆-схемы ренормированные функции Грина 𝐺𝑅
2𝑘 можно пред-

ставить выражением (24) в котором проведено дополнительное растяжение по-
лей 𝜒 −→ 𝜒/𝒵𝜒 и 𝜒+ −→ 𝜒+/𝒵𝜒+
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𝐺𝑅
2𝑘 =

1√
2𝜋

∫︁
d𝜎

𝑒−𝜎2/2(︁ ̃︀𝒵𝜒
̃︀𝒵𝜒+

)︁𝑘 ∫︁ 𝐷𝜒𝐷𝜒+ 𝜒1𝜒
+
2 . . . 𝜒2𝑘−1𝜒

+
2𝑘(︁

1 + 2𝑖𝜎
√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︁𝑘
× exp

(︃
−1

2
Tr(𝜕𝜒𝜕𝜒+) − 𝜇𝜀𝜁

⎛⎜⎝𝑔1𝒵𝑔1Tr (𝜒𝜒+𝜒𝜒+) + 𝑔2𝒵𝑔2 (Tr (𝜒𝜒+))
2

4
(︁

1 + 2𝑖𝜎
√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︁2
⎞⎟⎠)︃

(28)

Структура действия в (28) аналогична таковой в случае модели 𝜑4, поэто-
му при построении ренормгрупповых уравнений применимы аналогичные [9;17]
соображения, приводящие к уравнению вида

D𝑅𝐺 𝐺𝑅
2𝑘 ≡

[︀
𝜇𝜕𝜇 + 𝛽1𝜕𝑔1 + 𝛽2𝜕𝑔2 + 𝛽11𝜕

2
𝑔1

+ 𝛽12𝜕𝑔1𝜕𝑔2 + . . .+ 2𝑘𝛾
]︀
𝐺𝑅

2𝑘 = 0, (29)

в котором коэффициенты 𝛽 перед соответствующими производными по заря-
дам и 𝛾 зависят от порядка разложения функции Грина и параметров 𝑔1, 𝑔2, 𝑎, 𝜁.
При наличии фиксированной точки исследование РГ уравнения в форме (29)
позволяет, кроме всего прочего, ответить на вопрос о её ИК-устойчивости. Наша
двухзарядная модель не позволяет аналогично [9] предъявить асимптотическое
решение уравнения (29) в явном виде, однако мы можем строить его по теории
возмущений и аналогично показать, что в некоторой окрестности фиксирован-
ной точки вклады со старшими производными по зарядам можно отбросить,
ограничившись исследованием уравнения

[𝜇𝜕𝜇 + 𝛽1𝜕𝑔1 + 𝛽2𝜕𝑔2 + 2𝑘𝛾]𝐺𝑅
2𝑘 = 0. (30)

Будем искать РГ-функции (29) пользуясь методом, предложенным в [9;18].
Введем функции 𝜇𝜕𝜇𝐺

𝑅
2𝑘, 𝜕𝑔1𝐺

𝑅
2𝑘, 𝜕𝑔2𝐺

𝑅
2𝑘, 𝜕

2
𝑔1
𝐺𝑅

2𝑘, . . . , где 𝐺𝑅
2𝑘 даётся форму-

лой (28) и разложим их по степеням составных операторов [Tr (𝜒𝜒+𝜒𝜒+)] и[︁
(Tr (𝜒𝜒+))

2
]︁
, после чего проинтегрируем полученный ряд по 𝜎. Полученный

результат представляется в виде рядов по степеням указанных составных опера-
торов, усреднённых с весом

∫︀
𝐷𝜒𝐷𝜒+ 𝜒1 . . . 𝜒

+
2𝑘 exp

(︀
−1

2
Tr(𝜕𝜒𝜕𝜒+)

)︀
1. Отметим,

что как сами эти операторы, вследствие разной тензорной структуры вершин,
1Фактически, система средних этих операторов есть аналог полной системы моментов

гауссова распределения.
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так и любые их степени, являются независимыми. Последнее верно, поскольку,
при усреднении они представляются различными диаграммами с разной зави-
симостью от координат.

Из указанных свойств независимости составных операторов следует, что
коэффициент при каждом порядке разложения 𝐺𝑅

2𝑘 по ним обязан обращаться
в ноль независимо от остальных. Это позволяет , аналогично [10] для теории
𝜑4, получить выражения для коэффициентов 𝛽1, 𝛽2 и 𝛾 в (30).

Строя разложение по составным операторам [Tr (𝜒𝜒+𝜒𝜒+)] и
[︁
(Tr (𝜒𝜒+))

2
]︁

мы, в нулевом порядке, имеем ненулевые функции 𝜕𝑔1𝐺
𝑅
2𝑘, 𝜕𝑔2𝐺

𝑅
2𝑘 и 𝐺𝑅

2𝑘, выра-
женные через среднее от единичного оператора. В первом порядке к описан-
ным функциям добавляется ещё одна 𝜇𝜕𝜇𝐺𝑅

2𝑘 и все они выражаются уже через
нулевую и первые степени указаных операторов. Таким образом, мы получа-
ем систему линейных уравнний, определяющих РГ-функции в (30). Обозначим
нулевой порядок разложения 𝐺𝑅

2𝑘 по составным операторам за 𝐺𝑅 [0]
2𝑘 , а первый,

соответственно, за 𝐺𝑅 [1]
2𝑘 , тогда

[𝛽1𝜕𝑔1 + 𝛽2𝜕𝑔2 + 2𝑘𝛾]𝐺
𝑅 [0]
2𝑘 = 0, (31)

[𝜇𝜕𝜇 + 𝛽1𝜕𝑔1 + 𝛽2𝜕𝑔2 + 2𝑘𝛾]𝐺
𝑅 [1]
2𝑘 = 0. (32)

Используя явное представление (28) для ренормированных 2𝑘-хвостых
гриновских функций можно написать уравнения (31), (32) в виде⎡⎢⎣∫︁ d𝜎 𝑒−

𝜎2

2
[𝛽1𝜕𝑔1 + 𝛽2𝜕𝑔2 + 2𝑘𝛾](︁
1 + 2𝑖𝜎

√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︁𝑘
⎤⎥⎦(︁ ̃︀𝒵𝜒

̃︀𝒵𝜒+

)︁−𝑘

= 0, (33)

⎡⎢⎣∫︁ d𝜎 𝑒−
𝜎2

2
[𝜇𝜕𝜇 + 𝛽1𝜕𝑔1 + 𝛽2𝜕𝑔2 + 2𝑘𝛾](︁

1 + 2𝑖𝜎
√︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︁𝑘
⎤⎥⎦
⎛⎜⎝𝑔1𝜇𝜀 ̃︀𝒵𝑔1 + 𝑔2𝜇

𝜀 ̃︀𝒵𝑔2(︁ ̃︀𝒵𝜒
̃︀𝒵𝜒+

)︁𝑘
⎞⎟⎠ = 0. (34)

Здесь мы воспользовались очевидной коммутативностью интегрального опе-
ратора с ядром 𝑒−𝜎2/2/(1 + 2𝑖𝜎

√︀
𝑎(1 − 𝜁))𝑘, действующего на зависящие от 𝜎

функции, и дифференциальных операторов из (31), (32).
В 𝑀𝑆-схеме константы ренормировки нам известны вплоть до 𝒪(𝜀−2),

поэтому из (31) следует, что соответветствующие бета-функции следует искать
в виде 𝛽𝑖 = 𝛼𝑖𝜀 + 𝑋𝑖(𝑔1, 𝑔2), где индекс 𝑖 = 1,2. Константы 𝛼𝑖 определяются из
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асимптотики уравнения (34) при 𝜁 −→ 0 и оказываются равными 𝛼1 = −𝑔1
и 𝛼2 = −𝑔2 соответственно. Тогда из (33) нетрудно получить выражение для
𝛾-функции в виде

2𝐴𝑘

(︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀
𝛾 = −𝐴𝑘

(︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀[︂
𝑔1𝜕𝑔1 + 𝑔2𝜕𝑔2

]︂ ̃︀𝒵(1)

𝜒,𝜒+ , (35)

где интергальный оператор 𝐴𝑘(𝑧) определяется соотношением

𝐴𝑘(𝑧) ≡
∫︁

d𝜎
𝑒−𝜎2/2

(1 + 2𝑖𝜎
√
𝑧)

𝑗 (36)

и ̃︀𝒵(1)

𝜒,𝜒+ – вычет в простом полюсе по 𝜀 произведения констант ренормировки̃︀𝒵𝜒 и ̃︀𝒵𝜒+ . Здесь и во всех последующих выражениях 𝐴𝑘

(︀
𝑎(1 − 𝜁)≡ 𝐴𝑘.

Рассматривая нулевой порядок разложения по обратным степеням 𝜀 в (34)
можно найти поправки 𝑋𝑖(𝑔1,𝑔2) к бета-функциям. Замечая, что величины
𝑋1(𝑔1,𝑔2) и 𝑋2(𝑔1,𝑔2) домножаются только на соответствующие им производ-
ные по зарядам можно получить для них следующие выражения

𝐴𝑘𝑋1 = 𝐴𝑘

[︂
𝑔21𝜕𝑔1

(︁ ̃︀𝒵(1)
𝑔1

− 𝑘 ̃︀𝒵(1)

𝜒,𝜒+

)︁
+ 𝑔1𝑔2𝜕𝑔1

(︁ ̃︀𝒵(1)
𝑔2

− 𝑘 ̃︀𝒵(1)

𝜒,𝜒+

)︁
− 2𝑘𝑔1𝛾

]︂
, (37)

𝐴𝑘𝑋2 = 𝐴𝑘

[︂
𝑔22𝜕𝑔2

(︁ ̃︀𝒵(1)
𝑔2

− 𝑘 ̃︀𝒵(1)

𝜒,𝜒+

)︁
+ 𝑔1𝑔2𝜕𝑔2

(︁ ̃︀𝒵(1)
𝑔1

− 𝑘 ̃︀𝒵(1)

𝜒,𝜒+

)︁
− 2𝑘𝑔2𝛾

]︂
. (38)

Для сравнения результатов, аналогично [10], построим по оператору 𝐴𝑗(𝑧)

спецфункцию 𝑈𝑗(𝑧) (см. Приложение Б) и, учитывая то, что ̃︀𝒵(1)

𝜒,𝜒+ = 𝑍
(1)
𝜒 +𝑍

(1)

𝜒+ ,
получим из формул (37), (38) и (35) явные выражения для 𝛽1, 𝛽2 и 𝛾 при 𝑘 = 1.
Введем обозначение 𝐵 для матрицы коэффициентов разложения ̃︀𝒵(1)

𝜒,𝜒+ . Тогда

𝛾 = − 1

2𝑈1

(︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀[︂𝑔1𝜕𝑔1
(︃∑︁

𝑚,𝑛

𝐵𝑚𝑛𝑔
𝑚
1 𝑔

𝑛
2 𝜁

𝑚+𝑛𝑈𝑚+𝑛+1

(︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀)︃

+ 𝑔2𝜕𝑔2

(︃∑︁
𝑚,𝑛

𝐵𝑚𝑛𝑔
𝑚
1 𝑔

𝑛
2 𝜁

𝑚+𝑛𝑈𝑚+𝑛+1

(︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀)︃]︂
(39)
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𝛽1 =
1

𝑈1

(︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀[︂𝑔21𝜕𝑔1
(︃∑︁

𝑚,𝑛

𝜁𝑚+𝑛
(︀
𝐶(𝑔1)

𝑚𝑛 −𝐵𝑚𝑛

)︀
𝑔𝑚1 𝑔

𝑛
2𝑈𝑚+𝑛+1

(︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀)︃

+ 𝑔1𝑔2𝜕𝑔1

(︃∑︁
𝑚,𝑛

𝜁𝑚+𝑛
(︀
𝐶(𝑔2)

𝑚𝑛 −𝐵𝑚𝑛

)︀
𝑔𝑚1 𝑔

𝑛
2𝑈𝑚+𝑛+1

(︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀)︃]︂
−𝑔1(2𝛾 + 𝜀) (40)

𝛽2 =
1

𝑈1

(︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀[︂𝑔22𝜕𝑔2
(︃∑︁

𝑚,𝑛

𝜁𝑚+𝑛
(︀
𝐶(𝑔2)

𝑚𝑛 −𝐵𝑚𝑛

)︀
𝑔𝑚1 𝑔

𝑛
2𝑈𝑚+𝑛+1

(︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀)︃

+ 𝑔1𝑔2𝜕𝑔2

(︃∑︁
𝑚,𝑛

𝜁𝑚+𝑛
(︀
𝐶(𝑔1)

𝑚𝑛 −𝐵𝑚𝑛

)︀
𝑔𝑚1 𝑔

𝑛
2𝑈𝑚+𝑛+1

(︀
𝑎(1 − 𝜁)

)︀)︃]︂
−𝑔2(2𝛾 + 𝜀) (41)

Строго говоря, полученные бета-функции 𝛽1 и 𝛽2 корректно использовать
только в некоторой окрестности фиксированной точки РГ-уравнения. Мы бу-
дем пользоваться ими в более широкой области, в предположениии, что для них
известно достаточно порядков разложения по 𝜁 и, в этом смысле, они достаточ-
но близки к бета-функциям из [6]. Поскольку в однопетлевом приближении в
модели не удалось ни обнаружить ИК-устойчивых фиксированных точек, ни
привести аналитического выражения для инвариантных зарядов при 𝑟 > 2 [5],
мы будем пользоваться численным решением полученной в [6] системы на ин-
вариантные заряды. Сама система для функций 𝛽1, 𝛽2 может быть записана в
виде

𝜕𝜉𝑔𝑖 = 𝛽𝑖(𝑔1, 𝑔2), 𝑖 = 1,2, (42)

𝑔𝑖|𝜉=0 = 𝑔𝑖. (43)

Здесь динамическая переменная РГ-уравнения 𝜉 = ln (𝜏/𝜇2) и ренормированные
заряды 𝑔𝑖 связаны с “затравочными” 𝑔0𝑖 соотношением 𝑔0𝑖 = 𝜇𝜀𝑔𝑖 ̃︀𝒵𝑔𝑖 .

Анализ системы (42) проводился на основе бета-функций, вычисленных
в [7] в пятипетлевом приближении. Для расчёта фазовых траекторий при фи-
зических значениях 𝜀 = 1 и 𝜀 = 2 использовался программный пакет Maple.
Результаты численного анализа системы в пятипетлевом по 𝜀 порядке для слу-
чая 𝑟 = 4 приведены на рис. 1. Здесь проявляется ситуация аналогичная об-
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Рис. 1 Траектории инвариантных зарядов с различными начальными
условиями при 𝐷 = 3 (а) и 𝐷 = 2 (б). Заштрихованная часть соответствует
области, в которой положительная определённость действия нарушается.

наруженной в [5], [6] и [7] для одно-, трех- и пятипетлевого приближения соот-
ветственно. А именно, не смотря на отсутствие фиксированной точки, фазовые
траектории при 𝐷 = 3, стартуя с разных начальных условий, начинают сбли-
жаться и пересекать границу устойчивости действия при некором значении 𝜉0

параметра 𝜉. При𝐷 = 2 только при достаточно малых начальных условиях тра-
ектории пересекают границу положительной определённости, поэтому судить о
наличии или типе фазового перехода, используя 𝛽1 и 𝛽2, известные только до
пятого порядка по 𝜁, не представляется возможным.

Отметим, что анализ РГ-уравнений в форме (42) позволяет пролить свет
на природу возникающего явления примерной универсальности в поведении
траекторий. Дело в том, на уровне численного анализа удалось установить, что
система дифференциальных уравнений (42) является жёсткой. Жесткость мог-
ла бы объясняться наличием в системе сепаратриссы, однако уже в ведущем
порядке по 𝜁 не сложно аналитически показать отсутствие таковой. Поэтому
сближение траекторий может объясняться присутствием своеобразного “жело-
ба” в фазовой плоскости системы (42), попадая в который в какой-то момент
они уже не могут выбраться обратно и необратимо начинают сближаться. Под
“желобом” здесь понимается область в фазовой плоскости, где существует на-
правление, производная вдоль которого, по абсолютной величине, много меньше
производной в перпендикулярном направлении.
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5. Заключение

Мы исследовали квантовую равновесную систему нерелятивистских фер-
мионов с 𝑟 спиновыми степенями свободы в окрестности фазового перехода
методом сходящейся теории возмущений. Основные результаты работы можно
сформулировать в виде следующих трёх пунктов:

П.1. Разработаны приёмы построения сходящейся теории возмущений для
достаточно широкого класса квантово-полевых моделей (см. Приложение А).
В частности, построена сходящаяся теория возмущений для модели с 𝑂(𝑛)-
симметричным матричным полем.

П.2. Получены уравнения РГ в нашей модели (8) и было показано, что
фазовые траектории, определяемые соответствующими бета-функциями ведут
себя, по крайней мере качественно, также как в традиционной схеме с пересум-
мированием по Борелю [6].

П.3. На основе анализа полученных ренормгрупповых уравнений (42) ста-
ло понятно, чем объясняется некоторая сходимость фазовых траекторий, вы-
ходящих из разных достаточно близких точек. В нашей модели, в отличие
от [5; 6] система уравнений на инвариантные заряды является системой диф-
ференциальных уравнений и такое поведение их траекторий объясняется жёст-
костью решаемой системы, наличие которой было очень сложно заметить в
стандартной схеме, по причине того, что там приходилось решать интегро-
дифференциальные уравнения.
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Приложение А

Построение сходящейся теории возмущений для

широкого класса квантово-полевых моделей

Для очень большого класса полевых моделей действие можно символиче-
ски записать в виде

𝑆 =
1

2
𝜑𝛼𝐾𝛼𝛽𝜑𝛽 + 𝑔𝐹 [𝜑], (44)

где символ 𝜑 ≡ 𝜑(𝑥) обозначет весь набор полей модели, аргумент 𝑥 включа-
ет в себя все непрерывные переменные модели, возможная значковая структу-
ра полей отражена мультииндексами 𝛼, 𝛽, а числовой параметр 𝑔 – константа
взаимодействия теории. Интегрирование по непрерывным аргументам и сум-
мирование по дискретным в формуле (45) и аналогичных подразумевается. Мы
всюду будем рассматривать случай диагональной 𝐾 и, для краткости, опус-
кать значки полей. Относительно непрерывных переменных𝐾, без ограничения
общности, можно считать интегральной операцией с некоторым симметричным
ядром. Также, далее всюду будет предполагаться, что функционал 𝐹 [𝜑] – одно-
родный функционал от полей 𝜑, т.е. 𝐹 [𝜆𝜑] = 𝜆𝑚𝐹 [𝜑] с некоторым показателем
однородности 𝑚 > 2.

Будем считать, что в теории с действием (45) известен инстантон, т.е. у
системы уравнений стационарности в методе перевала

𝐾𝜑+ 𝑔
𝛿𝐹 [𝜑]

𝛿𝜑
= 0, (45)

𝐹 [𝜑] = −1/𝑔, (46)

существует нетривиальное решение в виде точки стационарности 𝑔𝑐 и инстан-
тонна 𝜑𝑐.

В таком случае, хорошо известно [11], что старший член асимптотики для
𝑁 -го коэффициента стандартного теоретико-полевого разложения некоторой
физической величины F(𝑔) по исходной константе взаимодействия 𝑔 при боль-
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ших 𝑁 имеет вид

F(𝑁) ≈ 𝑒𝑁 ln𝑁−𝑁𝑎𝑁𝑁 𝑏F𝐶F, (47)

где 𝑎, 𝑏F и 𝐶F некоторые константы. Таким образом, коэффициенты разложе-
ния F(𝑔) факториально растут с ростом 𝑁 и соответствующий ряд является
расходящимся в классическом смысле.

Покажем, что если над исходным действием 𝑆 совершить преобразование
в стиле [8]

̃︀𝑆 =
1

2
𝜑𝐾𝜑+

𝑎

2
ℱ
(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀
+ 𝜁

(︁
𝑔𝐹 [𝜑] − 𝑎

2
ℱ
(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀)︁
, (48)

то ряды теории возмущений по новому параметру 𝜁 окажутся сходящимися.
Здесь функция ℱ(𝜑) – плотность функционала 𝐹 [𝜑], 𝑎 – пока никак не фик-
сированное вещественное число и символ

[︀
. . .
]︀

здесь и далее обозначает инте-
грирование стоящего в скобках выражения по непрерывным аргументам и сум-
мирование по дискретным. Выбор в (48) контрчлена в форме ∼ ℱ

(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀
обусловлен тем, что разложение по 𝜁 тогда приводит, к тем же, с точки зрения
топологии, диаграммам, что и в модели (48).

Получим АВП 𝐺
(𝑁)
𝑠 – коэффициентов разложения 𝑠-хвостых функций

Грина 𝐺𝑠 модели (48) по 𝜁, воспользуемся тем, что согласно [11]

𝐺(𝑁)
𝑠 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐷𝜑

∮︁
𝛾

d𝜁 𝜑(𝑥1) . . . 𝜑(𝑥𝑠)𝑒
−̃︀𝑆−(𝑁+1) ln 𝜁 , (49)

где 𝛾 замкнутый контур вокруг нуля.
Растяжение поля 𝜑 −→ 𝑁1/𝑚𝜑 позволяет выделить в показателе экспо-

ненты большой параметр 𝑁 и применить метод перевала. При такой замене
интеграл (49) преобразуется к виду

𝐺(𝑁)
𝑠 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐷𝜑

∮︁
𝛾

d𝜁 𝐹 (𝜑)𝑒−𝑁ℐ , (50)
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где медленная 1 функция 𝐹 (𝜑) и функционал ℐ[𝜑] соответственно есть

𝐹 (𝜑) = 𝜑(𝑥1) . . . 𝜑(𝑥𝑠) exp

(︂
−𝑁

2/𝑚

2
𝜑𝐾𝜑− ln 𝜁

)︂
, (51)

ℐ[𝜑] =
𝑎

2
ℱ
(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀
+ 𝜁

(︁
𝑔𝐹 [𝜑] − 𝑎

2
ℱ
(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀)︁
+ ln 𝜁. (52)

Используя предположение об однородности 𝐹 [𝜑], вариационные уравнения
для функционала ℐ[𝜑] записываются как

𝑎

2
ℱ ′(1 − 𝜁)[𝜑𝐾𝜑]1/2𝐾𝜑+ 𝑔𝜁

𝛿𝐹 [𝜑]

𝛿𝜑
= 0, (53)

𝐹 [𝜑] − 𝑎

2
ℱ
(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀
= −1/𝜁, (54)

здесь и далее в тексте за ℱ ′ обозначена производная функции ℱ
(︀
[𝜑𝐾𝜑]1/2

)︀
по

своему аргументу.
Нам известно 𝜑𝑐(𝑔) – решение уравнения (46), с другой стороны, растя-

жением поля 𝜑 −→ 2𝜑/(𝑎ℱ ′(1 − 𝜁)[𝜑𝐾𝜑]1/2) уравнение (53) приводится к ви-
ду (46). Такая замена просто переопределяет коэффициент перед вторым сла-
гаемым уравнения 𝑔 −→ 2𝑔𝜁/(𝑎ℱ ′(1 − 𝜁)[𝜑𝐾𝜑]1/2) ≡ 𝑧[𝜑], откуда следует, что
𝜑𝑐(𝑔) = 𝜑𝑐(𝑧[𝜑𝑐]). Поскольку 𝜑𝑐(𝑔) и 𝜑𝑐(𝑧) отличаются растяжением на число-
вой множитель, а функционал 𝑧[𝜑] инвариантен относительно такого преобра-
зования, то мы можем искать решение (53) пропорциональным 𝜑𝑐. Заметим,
что благодаря однородности 𝐹 растяжение поля не меняет вид уравнения (53),
поэтому для поиска коэффициента пропорциональности воспользуемся второй
парой уравнений (46)-(54). В уравнении (54) после замены поля явно выделяет-
ся общий множитель, представляющий из себя искомое растяжение в степени
𝑚. Дальнейшее решение системы (53)-(54) полностью аналогично описанному
в п. 3 случаю уравнений (14).

1𝑁2/𝑚 ≪ 𝑁 при 𝑚 > 2 и 𝑁 → ∞
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Приведём выражения для 𝜂 – коэффициента пропорциональности между
решениями (53) и (46), а также для новой точки стационарности 𝜁𝑐

𝜂𝑚 =
1 + 2

⧸︁(︀
ℱ ′𝑎𝑔𝑐

(︀
[𝜑𝑐𝐾𝜑𝑐]

1/2
)︀)︀

1/𝑔𝑐 + 𝑎𝑔𝑐ℱ (([𝜑𝑐𝐾𝜑𝑐]1/2)) /2
, (55)

𝜁𝑐 =
1

1 + 2
⧸︁

(ℱ ′𝑔𝑐𝑎 ([𝜑𝑐𝐾𝜑𝑐]1/2))
. (56)

Поэтому, как уже показано в в п. 3, радиус сходимости оказывается ко-
нечным и полностью определяется значением параметра 𝜁𝑐 как функции от 𝑎.
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Приложение Б

Вычисление функций 𝑈𝑗(𝑧)

При построении бета- и гамма-функций РГ-уравнения (30) в наших
рассуждениях возникает интегральный оператор (36), действующий на 𝜎-
зависимые константы ренормировки (26). Реально нас интересует действие 𝐴𝑘

на вычеты в простом полюсе по 𝜀 функций (26). Оно происходит следующим об-
разом: 𝐴𝑘𝑍

(1)
𝑖 =

∑︀
𝑚,𝑛 𝐶

(𝑖)
𝑚𝑛𝑔𝑚1 𝑔

𝑛
2 𝜁

𝑚+𝑛𝑈𝑚+𝑛+𝑘, где функции 𝑈𝑚+𝑛+𝑘 задаются тем
же интегралом (36). Получим для них более удобное, с точки зрения численного
счёта, представление. Рассмотрим нормированные функции

𝑈𝑗(𝑧) =
1√
2𝜋

∫︁
d𝜎

𝑒−𝜎2/2

(1 + 2𝑖
√
𝑧𝜎)

𝑗 (57)

и воспользуемся известным 𝛼-представлением для знаменателя подынтеграль-
ной функции

1

(1 + 2𝑖
√
𝑧𝜎)

𝑗 =
1

Γ(𝑗)

∫︁
d𝑡 𝑡𝑗−1𝑒−𝑡−2𝑖𝑡

√
𝑧𝜎 (58)

При подстановке (58) в (57) получаем

𝑈𝑗(𝑧) =
1

Γ(𝑗)
√

2𝜋

∫︁
d𝜎 𝑒(−𝜎2/2−2𝑖𝜎

√
𝑧𝑡)

∞∫︁
0

d𝑡 𝑡𝑗−1𝑒−𝑡 =
1

Γ(𝑗)

∞∫︁
0

d𝑡 𝑡𝑗−1𝑒−𝑡−2𝑧𝑡2 (59)
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