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1 Ââåäåíèå

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè èñêîìûå âåëè÷èíû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ ðàçëîæåíèé ïî êîíñòàíòå ñâÿçè, ãäå êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà ÿâëÿþòñÿ

ìíîãîêðàòíûå èíòåãðàëû, êîòîðûå óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå äèàãðàìì. Ïðè ðàñ÷¼òå

áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, äèàãðàìì ñòàíîâèòñÿ ñëèøêîì ìíîãî äëÿ ðó÷íîãî ñ÷¼òà, è, òà-

êèì îáðàçîì, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â èõ êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêå. Ðåøåíèå íåêîòîðûõ

çàäà÷, âîçíèêàþùèõ âî âðåìÿ ñîçäàíèÿ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ êîìïüþòåðíîé îá-

ðàáîòêè äèàãðàìì Ôåéíìàíà ïðèâåäåíî â äàííîé ðàáîòå.
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íîìåíêëàòóðû Íèêåëÿ [2], à òàêæå àëãîðèòì, ïðèâî-

äÿùèé ñèììåòðèéíî ïîäîáíûå ñëàãàåìûå äëÿ ïîð¼áåðíûõ îïåðàöèé (ò.å. òàêèõ L, äëÿ

êîòîðûõ Lγ =
∑

E(γ) Le, ãäå γ � äèàãðàììà, E(γ) � ìíîæåñòâî å¼ ð¼áåð, e � ðåáðî) íàä

äèàãðàììàìè Ôåéíìàíà ñ íóëåâûìè âíåøíèìè èìïóëüñàìè. Ïðèìåíèòü âòîðîé àëãîðèòì

äëÿ îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó ìîäåëè τ äèàãðàìì, îòâå÷àþùèõ òåîðè-

ÿì ϕn, è äëÿ îïåðàöèè Sector Decomposition [3].

2.1 Âàæíîñòü çàäà÷è

Ïðè ñ÷¼òå äèàãðàììíûõ ðÿäîâ íàèáîëåå ðåñóðñî¼ìêèì äåéñòâèåì ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-

íîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàìêàõ óëó÷øåíèÿ

ïðîèçâîäèòåëüíîñòè âñòà¼ò çàäà÷à îá óìåíüøåíèè êîëè÷åñòâà èíòåãðàëîâ è èõ óïðîùåíèè.

Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ â îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî τ óìåíüøèò êîëè÷åñòâî

èíòåãðàëîâ. Îïåðàöèÿ Sector Decomposition ïîçâîëÿåò èçâëåêàòü ïîëþñà èç ôåéíìàíîâñêî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ äèàãðàìì, ÷òî ñåðü¼çíî óïðîùàåò ñ÷¼ò ïî Ìîíòå-Êàðëî, à ïðèâåäåíèå

ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ âíóòðè íå¼ óìåíüøèò è êîëè÷åñòâî èíòåãðàëîâ â êîíå÷íîì âûðàæå-

íèè.
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3 Òåîðåòè÷åñêàÿ ïðåàìáóëà

3.1 Äèàãðàììíîå ðàçëîæåíèå

Òåîðèÿìè ϕn íàçûâàþò òå, êîòîðûì îòâå÷àåò äåéñòâèå âèäà

S =
1

2
(ϕ,Kϕ) +

gϕn

n!
, (1)

ãäå K � ñèììåòðè÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, g � êîíñòàíòà ñâÿçè. Ïåðâûé ÷ëåí äåéñòâèÿ

îáîçíà÷àþò çà S0 = 1
2

(ϕ,Kϕ), âòîðîé çà V = gϕn/n!. Óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ â òàêèõ

ñèñòåìàõ ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ôåéíìàíîâñêîãî èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì:

〈〈f〉〉 =

∫
Dϕf [ϕ]e−S[ϕ], 〈〈f〉〉0 =

∫
Dϕf [ϕ]e−S0[ϕ] (2)

ρ[ϕ] ≡ e−S[ϕ]

〈〈1〉〉
, ρ0[ϕ] ≡ e−S0[ϕ]

〈〈1〉〉0
(3)

〈f〉 =

∫
Dϕf [ϕ]ρ[ϕ], 〈f〉0 =

∫
Dϕf [ϕ]ρ0[ϕ] . (4)

Îäíîé èç çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ýòèõ òåîðèÿõ, ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïàðíîãî êîððåëÿòîðà

G(x1−x2) = 〈ϕ(x1)ϕ(x2)〉 ïî òåîðèè âîçìóùåíèé â âèäå ðÿäà ïî êîíñòàíòå ñâÿçè. Äåëàåòñÿ
ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ = ρ0
e−V

〈e−V 〉0
= ρ0

1− V + 1
2
V 2 − . . .

1− 〈V 〉0 + 1
2
〈V 2〉0 − . . .

(5)

Ïðèìåíèì ôîðìóëó äëÿ ñóììû ðÿäà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

ρ = ρ0

(
1− V +

1

2
V 2 − . . .

)
·

(
1 +

(
〈V 〉0 −

〈V 2〉0
2

+ . . .

)
+

(
〈V 〉0 −

〈V 2〉0
2

+ . . .

)2

+ . . .

)
(6)

Òåïåðü, ïåðåãðóïïèðîâàâ ÷ëåíû è îáîçíà÷èâ δV ≡ 〈V 〉0 − V , ïîëó÷èì

ρ = ρ0

(
1− δV +

1

2

(
(δV )2 −

〈
(δV )2

〉
0

)
− . . .

)
(7)

Òîãäà äëÿ ïàðíîãî êîððåëÿòîðà G (îáîçíà÷èâ ϕi ≡ ϕ(xi))

G(x1 − x2) = 〈ϕ1 ϕ2〉0 − 〈ϕ1 ϕ2 δV 〉0 +
1

2

〈
ϕ1 ϕ2

(
(δV )2 −

〈
(δV )2

〉
0

)〉
0
− . . . (8)

Ýòî âûðàæåíèå óäîáíî ñ÷èòàòü â äèàãðàììíîì ïðåäñòàâëåíèè ïî òåîðåìå Âèêà. Äëÿ ýòîãî

îáîçíà÷èì V êàê âåðøèíó ñ n õâîñòàìè (íàïðèìåð, è äëÿ n = 4 è n = 3

ñîîòâåòñòâåííî), à ïîëå ϕ êàê õâîñò , è äëÿ òåîðèè ϕ4 ïîëó÷èì

G(x1 − x2) = − 12 + 144 + 144 + 86 +O(g3) (9)

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ äèàãðàììà ïðîïîðöèîíàëüíà êîíñòàíòå ñâÿçè g â òîé ñòåïåíè,

ñêîëüêî âåðøèí îíà ñîäåðæèò. Âèäíî, ÷òî â âûðàæåíèè îñòàëèñü òîëüêî ñâÿçíûå äèà-

ãðàììû, ò.å. òàêèå, â êîòîðûõ èç ëþáîé âåðøèíû ñóùåñòâóåò ïóòü ïî ð¼áðàì â ëþáóþ

5



äðóãóþ. Áîëåå òîãî, ïîñëå îïðåäåë¼ííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðå-

íèÿ âñå äèàãðàììû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ 1-íåïðèâîäèìûìè, ò.å. ñîõðàíÿþùèìè ñâÿçíîñòü

ïîñëå óäàëåíèÿ îäíîãî ðåáðà. Â äàëüíåéøåì íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî òàêèå äèàãðàììû.

Êðîìå òîãî, â ñèëó ñïåöèôèêè çàäà÷ ñâÿçàííûõ ñ òåîðèåé êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, íàñ

èíòåðåñóþò òîëüêî äèàãðàììû ñ íóëåâûìè âíåøíèìè èìïóëüñàìè.

3.2 ßâíûé âèä ôóíêöèè Ãðèíà

Íàéä¼ì ÿâíûé âèä ïàðíîãî êîððåëÿòîðà G(0) = K−1 = 〈ϕ1 ϕ2〉0. Îí îòâå÷àåò ñëåäóþùåìó
óðàâíåíèþ: ∫

dx′′K(x, x′′)G(0)(x′′, x′) = δ(x− x′) . (10)

Ïîäñòàâèâ ÿâíûé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû K

K = τ + ∆ , (11)

è ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè:

(k2 + τ)G(0)(k) = 1 , (12)

îòñþäà ÿâíûé âèä G(0)

G(0)(k) =
1

k2 + τ
. (13)

3.3 Îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó ìîäåëè τ

Îäíîé èç çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â äàííûõ òåîðèÿõ, ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ÐÃ-ôóíêöèé. ÐÃ-

ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå äèàãðàììíûõ ðÿäîâ, è äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ òðåáóåòñÿ

äèôôåðåíöèðîâàòü äèàãðàììû ïî τ . Ïîñêîëüêó â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè äèàãðàììû

èìåþò âèä ñâ¼ðòîê íåñêîëüêèõ ôóíêöèé G(0), ïðîèçâîäíàÿ ïî τ îò äèàãðàììû ðàâíÿåòñÿ

ñóììå äèàãðàìì ñ ïðîäèôôåðåíöèðîâàííûìè ïî τ îòäåëüíûìè ð¼áðàìè. Äàëåå, ïîñêîëüêó

∂τG
(0)(k) = − 1

(k2 + τ)2
= −(G(0)(k))2 , (14)

äèôôåðåíöèðîâàíèå ðåáðà ýêâèâàëåíòíî ¾âòûêàíèþ¿ â íåãî âåðøèíû. Òî åñòü, íàïðèìåð

∂τ

  = −4 − 2

(
+

+

)
(15)

Ïîäðàçóìåâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå àìïóòèðîâàííîé äèàãðàììû ñ íóëåâûìè âíåøíèìè

èìïóëüñàìè (ïîñëåäíåå â ýòîì ïðèìåðå íåâàæíî: â äâóõâîñòêàõ ñèììåòðèè ñîõðàíÿþòñÿ

íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ ïðîòåêàþùåãî èìïóëüñà, ïîñêîëüêó âñ¼ ðàâíî èìïóëüñ â îäíîì

õâîñòå ðàâåí èìïóëüñó â äðóãîì).

Â (15) óæå ó÷òåíû ñèììåòðèè äèàãðàììû. Íåò ðàçíèöû ìåæäó, íàïðèìåð, äèàãðàììàìè
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è , ïîñêîëüêó âûðàæåíèÿ îòâå÷àþùèå èì, îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïåðå-

îáîçíà÷åíèåì âíóòðåííèõ (ò.å. òåõ, ïî êîòîðûì èä¼ò èíòåãðèðîâàíèå) èìïóëüñîâ.

Ðàâíûå äèàãðàììû ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ðàçíûì ð¼áðàì ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ åù¼

â îäíîì ñëó÷àå: êîãäà äèôôåðåíöèðîâàíèå èä¼ò ïî ð¼áðàì ñ îäèíàêîâûì èìïóëüñîì. Òî-

ãäà âíåøíèé âèä äèàãðàìì áóäåò ðàçíûé, íî âûðàæåíèÿ, îòâå÷àþùèå èì, áóäóò ðàâíû.

Ïîêàçàòåëüíûì ïðèìåðîì â òàêîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììà ïðèâåä¼ííàÿ íà ðèñóíêå 1

324510

Ðèñ. 1: Äèàãðàììà e12− e3− 44− 55− 5

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ð¼áðàì (0, 2), (4, 5) è (1, 3), äàñò îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò, ïî-

ñêîëüêó ð¼áðà (0, 2) è (1, 3) ñèììåòðè÷íû, à áëàãîäàðÿ çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â

âåðøèíàõ 2, 4, 3, 5 ÷åðåç íèõ òå÷¼ò òîò æå èìïóëüñ, ÷òî è ÷åðåç (4, 5).

3.4 Îïåðàöèÿ Sector Decomposition

Äëÿ ìíîãîïåòëåâûõ äèàãðàìì áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò èçâëå÷åíèå ïîëþñîâ ïî ïàðàìåòðó

ε îòêëîíåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d îò êðèòè÷åñêîé dc. Äëÿ òåîðèè ϕ4 dc = 4 è

2ε = 4 − d. Ìåòîäèêà Sector Decomposition èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òàêîãî èçâëå÷åíèÿ, õîòÿ

èçíà÷àëüíî ýòà ïðîöåäóðà áûëà ïðèäóìàíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåíîðìèðóåìîñòè òåîðèé

ïî ñõåìå Áîãîëþáîâà-Ïàðàñþêà. Îäíàêî íà ìîìåíò èçîáðåòåíèÿ îïåðàöèÿ áûëà ñëèøêîì

ñëîæíà äëÿ ñ÷¼òà äèàãðàìì è èçâëå÷åíèÿ ïîëþñîâ, ïîñêîëüêó äàæå äëÿ òð¼õïåòëåâûõ

äèàãðàìì ñåêòîðîâ ïîëó÷àåòñÿ ñëèøêîì ìíîãî äëÿ ðó÷íîãî ñ÷¼òà. Ñåé÷àñ æå, ñ ðàçâèòèåì

êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, å¼ ñòàëî âîçìîæíî ðåàëèçîâàòü.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåäóðû. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó â ôåéíìàíîâñêîì

ïðåäñòàâëåíèè â ðàçìåðíîñòè d:

=

∫
dk1dk2

(2π)2d
G2(k1)G(k2)G(k1 − k2) = (16)

3 · π1/2−d

21+2d · τ 4−d

1∫
0

1∫
0

1∫
0

du1du2du3
u1δ(1− u1 − u2 − u3)

(u1u2 + u1u3 + u2u3)d/2
(17)

Îïðåäåëèì J êàê

J =

1∫
0

1∫
0

1∫
0

du1du2du3
u1δ(1− u1 − u2 − u3)

(u1u2 + u1u3 + u2u3)2−ε , (18)

ïîäñòàâèâ ðàçìåðíîñòü d = 4− 2ε. Òåïåðü âûáåðåì ñåêòîð, òî åñòü ÷àñòü îáëàñòè èíòåãðè-

ðîâàíèÿ, â êîòîðîé îäíà èç ïåðåìåííûõ uj áóäåò áîëüøå âñåõ îñòàëüíûõ, è ïðîèçâåä¼ì

çàìåíó âèäà ui = uj ·u′i äëÿ âñåõ j 6= i. ßêîáèàí òàêîé çàìåíû, î÷åâèäíî, áóäåò ðàâåí un−1
j ,
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ãäå n � ÷èñëî ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Âîçüì¼ì j = 1:

J1 =

1∫
0

1∫
0

1∫
0

du1du
′
2du

′
3

u3
1δ(1− u1(1 + u′2 + u′3))

u4−2ε
1 (u′2 + u′3 + u′2u

′
3)

2−ε . (19)

ßñíî, ÷òî ïîëíûé J áóäåò ñîñòîÿòü èç 3 òàêèõ ñåêòîðîâ, òî åñòü J = J1 +J2 +J3. Òåïåðü

âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì äåëüòà-ôóíêöèè

δ(1− u1(1 + u′2 + u′3)) =
1

1 + u′2 + u′3
· δ
(
u1 −

1

1 + u′2 + u′3

)
(20)

è âåðí¼ìñÿ ê ñòàðûì îáîçíà÷åíèÿì, ÷òîáû íå óñëîæíÿòü ôîðìóëó øòðèõàìè: u′2 = u2,

u′3 = u3

J1 =

1∫
0

1∫
0

1∫
0

du1du2du3

δ
(
u1 − 1

1+u2+u3

)
(1 + u2 + u3)u

1−2ε
1 (u2 + u3 + u2u3)2−ε . (21)

Âàæíûé ìîìåíò: ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ui ∈ [0, 1], íîëü àðãóìåíòà äåëüòà-ôóíêöèè

òî÷íî ðåàëèçóåòñÿ â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, à çíà÷èò ìîæíî ñíÿòü èíòåãðàë ïî u1

J1 =

1∫
0

1∫
0

du2du3
(1 + u2 + u3)

−2ε

(u2 + u3 + u2u3)2−ε . (22)

Òåïåðü ìîæíî ïî àíàëîãèè âûáðàòü ñåêòîðà J12 è J13, êîòîðûå áóäóò ðàâíû ïðîñòî â ñèëó

ñèììåòðèè âûðàæåíèÿ, ñäåëàòü àíàëîãè÷íóþ çàìåíó è ïîëó÷èòü

J12 =

1∫
0

1∫
0

du2du3
(1 + u2 + u2u3)

−2ε

u1−ε
2 (1 + u3 + u2u3)2−ε . (23)

Âèäíî, ÷òî ìû ¾âûòàùèëè¿ ñèíãóëÿðíîñòü ïî u2, ïðåäñòàâèâ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ uε2/u2 è ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïîëþñîâ â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íå

ñîäåðæèò. Äàëåå, ïîñêîëüêó âåðíî, ÷òî

1∫
0

1∫
0

du2du3
f(u2, u3)

u1−ε
2

=

1∫
0

1∫
0

du2du3
f(u2, u3)− f(0, u3) + f(0, u3)

u1−ε
2

=

=

1∫
0

du3

f(0, u3)

ε
+

1∫
0

1∫
0

du2da (uε2 · f(au2, u3))
′
a

 , (24)

è ïîñêîëüêó ε → +0, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìîæíî ¾âûòàùèòü¿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ J1 âñå ñèí-

ãóëÿðíîñòè ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ε. Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïîëþñîâ

óæå íå ñîäåðæèò è èíòåãðèðîâàòüñÿ ïî Ìîíòå-Êàðëî áóäåò ëåãêî.

Äëÿ J2 è J3 ìîæíî ñäåëàòü òî æå ñàìîå ïî àíàëîãèè. Ïîñêîëüêó îíè ïðèâîäÿòñÿ äðóã ê

äðóãó ïåðåîáîçíà÷åíèåì ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ u2 è u3, îíè ðàâíû. Ïðè ýòîì

J21 =

1∫
0

1∫
0

du1du3
uε1(1 + u1 + u1u3)

−2ε

(1 + u3 + u1u3)2−ε (25)
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J23 =

1∫
0

1∫
0

du1du3
u1u

ε
3(1 + u3 + u1u3)

−2ε

(1 + u1 + u1u3)2−ε (26)

Òàêèì îáðàçîì

=
3 · π1/2−d

22d · τ 4−d ·

[
1

ε(1− ε)
(
1− 2−(1−ε))+

1∫
0

1∫
0

1∫
0

du2du3da

(
∂

∂a

uε2(1 + au2 + au2u3)
−2ε

(1 + u3 + au2u3)2−ε

)
+

1∫
0

1∫
0

du1du3
uε1(u3 + 1)(1 + u1 + u1u3)

−2ε

(1 + u3 + u1u3)2−ε

]
(27)

Âèäíî, ÷òî òåïåðü âñÿ ñèíãóëÿðíîñòü ïî ε ñîñðåäîòî÷åíà â 1 ÷ëåíå, à 2 è 3 ÷ëåíû ëåãêî

ñ÷èòàþòñÿ, åñëè íå âðó÷íóþ, òî, âî âñÿêîì ñëó÷àå, ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî, ïîòîìó ÷òî

ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ ¾õîðîøèå¿ è íèêàêèõ ñèíãóëÿðíîñòåé íå ñîäåðæàò.

Åñòåñòâåííî ýòà ïðîöåäóðà íå ÿâëÿåòñÿ ïàíàöååé, è âìåñòî ïîëþñîâ â ïîäûíòåãðàëüíîì

âûðàæåíèè ìû çàðàáîòàëè äîïîëíèòåëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå (ñèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ

äîñòàòî÷íî ðåñóðñî¼ìêè) è èíòåãðèðîâàíèå ïî a (â ñëó÷àå áîëüøåãî ÷èñëà ïåòåëü è ïàðà-

ìåòðîâ òèïà a áóäåò áîëüøå), è ñàìî êîëè÷åñòâî èíòåãðàëîâ óâåëè÷èëîñü çà ñ÷¼ò ðàçáèåíèÿ

íà ñåêòîðà, íî ïðàêòè÷åñêèé ñ÷¼ò ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîé ñïîñîá ýôôåêòèâíåå ëîáîâîãî.
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4 Íîìåíêëàòóðà Íèêåëÿ

4.1 Ïîñòðîåíèå íîìåíêëàòóðû

Â âûðàæåíèè (9) ðÿä íàïèñàí òîëüêî äî 2 ïîðÿäêà ïî g. Ïðè ðàñ÷¼òå áîëåå âûñîêèõ ïî-

ðÿäêîâ ðàçëîæåíèÿ êîëè÷åñòâî äèàãðàìì çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò. Êðîìå òîãî, âû÷èñëåíèå

êàæäîé äèàãðàììû � âåñüìà òðóäî¼ìêèé ïðîöåññ, ÷òî âûíóæäàåò ïðèáåãíóòü ê êîìïüþ-

òåðíîé îáðàáîòêå. Îäíà èç ïåðâûõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè íàïèñàíèè ïðîãðàììû �

õðàíåíèå äèàãðàìì. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ õðàíåíèÿ ãðàôà åãî âåðøè-

íû íåîáõîäèìî ïðîíóìåðîâàòü, è êàêèì-òî îáðàçîì (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû èëè

ñïèñêà ñìåæíîñòè) çàïèñàòü åãî ñòðóêòóðó. Â òî æå âðåìÿ íàñ èíòåðåñóþò ñâîáîäíûå ãðà-

ôû, à ðàâåíñòâî ñâîáîäíûõ ãðàôîâ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2 , íå ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

íóìåðîâàííûõ.

1243 4132

Ðèñ. 2: Câîáîäíûå ãðàôû ðàâíû, â òî âðåìÿ êàê íóìåðîâàííûå � íåò.

Ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ õðàíåíèå äèàãðàììû â âèäå, ïðåäëîæåííîì Íèêåëåì â [2]. Â ñòàòüå

ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîïîñòàâëåíèÿ ñâîáîäíîìó ãðàôó ÷èñëîâîé

êîìáèíàöèè. Ñîñòîèò îí â ñëåäóþùåì:

• Íóìåðóåì âåðøèíû ñâîáîäíîãî ãðàôà.

• Ðàññìàòðèâàÿ âåðøèíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ, äëÿ êàæäîé âûïèñûâàåì íî-

ìåðà âåðøèí, ñìåæíûõ ñ íåé, ïðè÷¼ì òîëüêî òå, ÷üè íîìåðà áîëüøå íîìåðà ðàññìàò-

ðèâàåìîé è âíåøíèå. Âíåøíèå ðåáðà çàïèñûâàåì êàê îêàí÷èâàþùèåñÿ íà âåðøèíå ñ

íîìåðîì e = 0.

• Ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ðàññìàòðèâàåì êàê ÷èñëî â ïîäõîäÿùåé (îñ-

íîâàíèå êîòîðîé áîëüøå ÷èñëà âåðøèí) ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

• Ïåðåáèðàÿ âñå íóìåðîâàííûå ãðàôû, ñîîòâåòñòâóþùèå èñõîäíîìó ñâîáîäíîìó, âûáè-

ðàåì òîò, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøåå ÷èñëî. Ýòî ÷èñëî è åñòü íîìåíêëàòóðà

Íèêåëÿ èñõîäíîãî ãðàôà.

Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ íîìåíêëàòóðû Íèêåëÿ ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå 3:

2(3, 3)30(e, 1, 2)1(e, 3)e12− e3− 33

Ðèñ. 3: Ïîñòðîåíèå íîìåíêëàòóðû Íèêåëÿ äëÿ e12− e3− 33
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Â ïðèâåä¼ííîì íà Ðèñ.2 ïðèìåðå ìû ñðàçó óãàäàëè íóìåðàöèþ, äëÿ êîòîðîé íîìåí-

êëàòóðà ïîëó÷àåòñÿ íàèìåíüøåé, îäíàêî â ðåàëüíîñòè ýòî óäà¼òñÿ íå âñåãäà, à ïðè êîì-

ïüþòåðíîì ñ÷¼òå ïðèõîäèòñÿ ïåðåáèðàòü âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû. Îïòèìàëüíîñòüþ ýòîãî

ïåðåáîðà îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ íîìåíêëàòóðû. Ñ ïîìîùüþ ïðî-

õîæäåíèÿ ãðàôà â øèðèíó óäàëîñü óìåíüøèòü ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñ O(n!), êàê óêàçàíî

â [2], äî O(e · (v − 1)n−2), ãäå n � ÷èñëî âåðøèí, v � ñòåïåíü, à e � êîëè÷åñòâî âíåøíèõ

ð¼áåð ó äèàãðàììû.

4.2 Ðàñêðàøåííûå ãðàôû è öâåòíàÿ íîìåíêëàòóðà Íèêåëÿ

Â äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ è ìîäåëÿõ ñ íåñêîëüêèìè ïîëÿìè ó äèàãðàìì áûâàþò ð¼áðà

íåñêîëüêèõ òèïîâ. Áóäåì íàçûâàòü â äàëüíåéøåì ðàçíûå òèïû ð¼áåð öâåòàìè (ýòî óäîá-

íî, ïîñêîëüêó â òåîðèè ãðàôîâ ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ ðàñêðà-

øèâàíèåì ð¼áåð è âåðøèí). Åñëè ââåñòè óïîðÿäî÷åíèå íà ìíîæåñòâå öâåòîâ, òî ìîæíî

ïîñòðîèòü ¾öâåòíóþ¿ íîìåíêëàòóðó Íèêåëÿ ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íîé, ïðîñòî äîïèñûâàÿ

ïîñëå êàæäîãî ðåáðà åãî öâåò (äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ � â ñêîáêàõ). Îáîçíà÷èâ ÷¼ðíûé öâåò

çà 0, à êðàñíûé, ñèíèé è çåë¼íûé çà 1, 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî, ïðèâåä¼ì ïðèìåð:

1(3(1), 3(2))30(e(0), 1(1), 2(2))2(e(0), 3(1))e(0)1(1)2(3)− 3(1)3(2)− e(0)3(1)

Ðèñ. 4: Ïîñòðîåíèå íîìåíêëàòóðû Íèêåëÿ äëÿ e(0)1(1)2(3)− 3(1)3(2)− e(0)3(1)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî çäåñü íóìåðàöèÿ âåðøèí, îòâå÷àþùàÿ íàèìåíüøåé íîìåíêëà-

òóðå, îòëè÷àåòñÿ îò íóìåðàöèè äëÿ íåðàñêðàøåííîãî ãðàôà, ïðèâåä¼ííîé â ïðåäûäó-

ùåì ïóíêòå: åñëè áû íóìåðàöèÿ îñòàëàñü ïðåæíåé, íîìåíêëàòóðà áûëà áû e(0)1(3)2(1)−
e(0)3(1)− 3(1)3(2), à ýòî ÷èñëî áîëüøå, ÷åì ïðèâåä¼ííîå íà ðèñóíêå 4.

4.3 Ïîñòðîåíèå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ãðàôà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü íîìåíêëàòóðó Íèêåëÿ, íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå

íóìåðàöèè âåðøèí ãðàôà. Íî ñîâñåì íåîáÿçàòåëüíî ðàçíûå íóìåðàöèè áóäóò îòâå÷àòü

ðàçíûì íîìåíêëàòóðàì. Íàïðèìåð, äëÿ òîãî æå ãðàôà, êîòîðûé ðàññìàòðèâàëñÿ â ïðåäû-

äóùèõ äâóõ ïðèìåðàõ, íóìåðàöèè, ïîêàçàííûå íà ðèñóíêå 5 , áóäóò îòâå÷àòü îäíîé è òîé

æå íîìåíêëàòóðå e12− e3− 33.

2301

è
3210

Ðèñ. 5: Ïðèìåð ðàçëè÷íûõ íóìåðàöèé, îòâå÷àþùèõ îäèíàêîâûì íîìåíêëàòóðàì.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ýòèõ äâóõ íóìåðàöèÿõ äâà ðàçíûõ ðåáðà èìåþò îäíî è òî æå

îáîçíà÷åíèå (0, 2). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ýòè ð¼áðà ñèììåòðèéíî ýêâèâàëåíòíû. Äâà ðåáðà áó-
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äåì íàçûâàòü ñèììåòðèéíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé àâòîìîðôèçì ãðàôà,

ïðè êîòîðîì ýòè äâà ðåáðà áóäóò èìåòü îäèí è òîò æå íîìåð.

Ïîñêîëüêó åñëè ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå íóìåðàöèè âåðøèí, è âûáðàòü èç íèõ òå, ÷òî

äàäóò íàèìåíüøóþ íîìåíêëàòóðó, ìû ïîëó÷èì ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ãðàôà, íîìåíêëà-

òóðà Íèêåëÿ â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ äà¼ò èíôîðìàöèþ î âñåõ ñèììåòðèéíî ýêâèâàëåíòíûõ

ð¼áðàõ ãðàôà, íà ÷¼ì è áàçèðóåòñÿ àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ñèììåòðèéíî ïîäîáíûõ ñëàãàå-

ìûõ â ïîð¼áåðíûõ îïåðàöèÿõ.
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5 Îïèñàíèå ðåàëèçàöèè è ïðèìåíåíèÿ

5.1 Îïèñàíèå ïðîãðàììû

Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Ñ++, ñ÷èòà-

þùàÿ íîìåíêëàòóðû Íèêåëÿ äëÿ ðàñêðàøåííûõ è íåðàñêðàøåííûõ äèàãðàìì. Êàê áûëî

ñêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, îäíîâðåìåííî ñ ýòèì ñòðîèòñÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãðà-

ôà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî ïðèâåñòè ïîäîáíûå ÷ëåíû â îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ïî òåìïåðàòóðå.

Ñ ïîìîùüþ íîìåíêëàòóðû Íèêåëÿ äëÿ ðàñêðàøåííîãî ãðàôà ìîæíî ïðèâåñòè ïîäîáíûå

ñëàãàåìûå â îïåðàöèè Sector Decomposition. Äåëàåòñÿ ýòî ñëåäóþùèèì îáðàçîì: äëÿ òîãî,

÷òîáû â çíàìåíàòåëå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ôåéíìàíîâñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó-

÷èëîñü âûðàæåíèå âèäà 1+
∑
{α} u

α, ãäå {α} � ìíîæåñòâî ìóëüòè-èíäåêñîâ, ñðåäè êîòîðûõ

íåò íóëåâîãî, â îáùåì ñëó÷àå íóæíî ñäåëàòü äåêîìïîçèöèè ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ, ðàâíîìó

êîëè÷åñòâó ñâîáîäíûõ èìïóëüñîâ â ãðàôå. Ïîñêîëüêó êàæäûé ôåéíìàíîâñêèé ïàðàìåòð

ñîïîñòàâëÿåòñÿ ðåáðó äèàãðàììû, òàêèå äåêîìïîçèöèè ýêâèâàëåíòíû ïîêðàñêå ãðàôà â

êîëè÷åñòâî öâåòîâ, ðàâíîå êîëè÷åñòâó èìïóëüñîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, è èíòåãðàëû ïî äâóì

ñåêòîðàì çàâåäîìî ðàâíû, åñëè ðàâíû íîìåíêëàòóðû Íèêåëÿ äëÿ äèàãðàììû, ïîêðàøåí-

íîé îòâå÷àþùèìè èì äâóìÿ ñïîñîáàìè.

5.2 Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî τ ïðè íóëåâûõ âíåøíèõ èìïóëüñàõ

Ïðîãðàììà äåìîíñòðèðóåò õîðîøèå ïîêàçàòåëè ñêîðîñòè, ñòðîÿ íîìåíêëàòóðû è äèôôå-

ðåíöèðóÿ 400 5-ïåòëåâûõ äèàãðàìì ïðè íóëåâûõ âíåøíèõ èìïóëüñàõ çà ïîëòîðû ìèíóòû

íà íàñòîëüíîì ÏÊ.

Ïðèìåð âûâîäà ïðîãðàììû:

d/dT[e12-33-45-6-77-88-e9-9-9] = 4 * [e12-33-4-5-67-e8-99-AA-9A]

+ 2 * [e12-34-56-4-7-88-99-eA-A-A] + 4 * [e12-33-45-6-77-89-eA-A-9-A]

+ 4 * [e12-33-45-6-77-8-e9-9-AA-A]

d/dT[e12-33-44-5-6-e7-78-9-99] = 1 * [e12-33-44-5-6-e7-89-8A--AA]

+ 5 * [e12-33-44-5-6-e7-89-8-A-AA] + 2 * [e12-33-45-6-57--89-e8-A-AA]

+ 2 * [e12-33-44-5-6-e7-78-9-9A-A] + 2 * [e12-33-44-5-6-e7-78-9-AA-A]

+ 2 * [e12-33-45-6-57--e8-89-A-AA]

d/dT[e12-34-56-77-78-89-99--e] = 2 * [e12-34-56-77-78-99-A--eA-A]

+ 4 * [e12-34-5-66-67-89--e8-A-AA] + 4 * [e12-34-56-77-78-89-9A--e-A]

+ 4 * [e12-34-56-77-78-89-A--e-AA]

È íà÷àëüíîå âûðàæåíèå, è ðåçóëüòàòû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ óäîáñòâà çàïèñàíû â âè-

äå íîìåíêëàòóð Íèêåëÿ, ÷èñëà áîëüøå 9 çàïèñàíû, ïî àíàëîãèè ñ 16-ðè÷íîé ñèñòåìîé

ñ÷èñëåíèÿ, çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè.
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5.3 Ïðèìåíåíèå ê Sector Decomposition

Â ñòàòüÿõ [4], [5] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû (êîëè÷åñòâà ïîëó÷àþùèõñÿ ñåêòîðîâ) äëÿ èçâåñò-

íûõ íà äàííûé ìîìåíò ñòðàòåãèé ðàçáèåíèÿ. Ñóòü ñòðàòåãèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû

ñ êàê ìîæíî ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ñåêòîðîâ (ò.å. ðåçóëüòèðóþùèõ èíòåãðàëîâ) ïðèâåñòè

ïîëèíîì â çíàìåíàòåëå ôåéíìàíîâñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äèàãðàììû ê âèäó

ìîíîì · (1 + ïîëèíîì áåç ÷ëåíà íóëåâîé ñòåïåíè), (28)

òî åñòü âûòàùèòü ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà â ÿâíîì âèäå.

Â ïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ äèàãðàììû ñ ïðîèçâîëüíûìè âíåøíèìè èì-

ïóëüñàìè, à â äàííîé ðàáîòå ñ÷èòàþòñÿ ñèììåòðèè äèàãðàìì ñ íóëåâûìè, ïîýòîìó áóäåò

êîððåêòíî ñðàâíèâàòü òîëüêî ðåçóëüòàòû äëÿ äâóõâîñòîê, ïîñêîëüêó ó äèàãðàìì ñ áîëü-

øèì ÷èñëîì õâîñòîâ ïðè ïåðåõîäå îò íóëåâûõ âíåøíèõ èìïóëüñîâ ê ïðîèçâîëüíûì êîëè-

÷åñòâî ñèììåòðèé óìåíüøàåòñÿ.

Ðåçóëüòàòû [4] äëÿ äèàãðàìì ¾Bubble¿ è ¾TBubble¿ äëÿ ñòðàòåãèé A, B, C, X ïðèâåäåíû

â òàáëèöå íèæå, ñàìè äèàãðàììû ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå. Ïîñëåäíèé ñòîëáåö â òàáëèöå

� ÷èñëî ñèììåòðèéíî íåýêâèâàëåíòíûõ ðàñêðàñîê äëÿ äàííîé äèàãðàììû, ò.å. íàèáîëü-

øåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî íåýêâèâàëåíòíûõ ñåêòîðîâ. Ïðèâåä¼ííûå ÷èñëà íå ÿâëÿþòñÿ

êîëè÷åñòâîì ñåêòîðîâ äëÿ êàêîé-òî êîíêðåòíîé ñòðàòåãèè, ýòî ïðîñòî âåðõíÿÿ ãðàíèöà

êîëè÷åñòâà âêëàäîâ â ðåçóëüòèðóþùåì âûðàæåíèè ïîñëå ó÷¼òà ñèììåòðèé.

Ðèñ. 6: Äèàãðàììû ¾Bubble¿ è ¾TBubble¿.

Äèàãðàììà A B C X Ó÷¼ò ñèììåòðèé

¾Bubble¿ 2 2 2 2 1

¾TBubble¿ 58 48 48 48 5

Òàáëèöà 1: Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðèâåä¼ííûõ â [4] ñ ïîëó÷åííûìè ïðè ïîìîùè ó÷¼òà

ñèììåòðèé.

Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû èç [4], ïðèâåä¼ííûå â òàáëèöå âûøå, ïîñòðîåíû äëÿ äèàãðàìì

ñ íåíóëåâûìè âíåøíèìè èìïóëüñàìè, áîëåå êîððåêòíî áóäåò, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðîãðàì-

ìîé ñîçäàííîé àâòîðàìè ñòàòüè, ðàññìîòðåòü ñîáñòâåííûå ïðèìåðû äèàãðàìì ñ íóëåâûìè

èìïóëüñàìè. Âîò íåêîòîðûå èç íèõ:

14



Äèàãðàììà A B C X Ó÷¼ò ñèììåòðèé

ee12− e22− e 6 6 6 - -

e112− 22− e 55 48 48 - -

e123− e23− e3− e 251 102 102 - -

ee12− e34− 334− e− ee 52 46 46 - -

ee12− 223− 3− ee 24 24 24 24 -

Òàáëèöà 2: Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ïðîãðàììû [4] ñ ïîëó÷åííûìè ïðè ïîìîùè ó÷¼òà

ñèììåòðèé.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû [5] äëÿ äèàãðàìì m61, m62, m63 äëÿ ñòðàòåãèé S, X ïðèâå-

äåíû â òàáëèöå íèæå.

m61 m62 m63

Ðèñ. 7: Äèàãðàììû m61, m62, m63.

Äèàãðàììà S X Ó÷¼ò ñèììåòðèé

m61 26208 32620 1980

m62 26304 27540 1980

m63 27336 failed 3960

Òàáëèöà 3: Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ [5] ñ ïîëó÷åííûìè ïðè ïîìîùè ó÷¼òà ñèììåòðèé.

Ïîìåòêà failed ó ñòðàòåãèè X äëÿ äèàãðàììû m63 îçíà÷àåò, ÷òî ïðîãðàììà íå ñìîãëà

ñîñ÷èòàòü âñå ñåêòîðà çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ. Ýòî íîðìàëüíî, ïîñêîëüêó àëãîðèòì îòâå÷à-

þùèé åé çàâåðøàåòñÿ íå äëÿ âñåõ äèàãðàìì.

Âèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ñåêòîðîâ óìåíüøàåòñÿ îò 2 äî 10-15 ðàç. Êîíå÷íî, ñóùåñòâóþò äèà-

ãðàììû è áåç ñèììåòðèé, äëÿ êîòîðûõ ó÷¼ò ïîäîáíûõ âêëàäîâ âîîáùå íå äàñò óìåíüøåíèÿ

êîëè÷åñòâà ñåêòîðîâ, íî èõ ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè, è â ñðåäíåì âûõîäèò, ÷òî

ó÷¼ò ñèììåòðèé âíîñèò çíà÷èòåëüíîå óïðîùåíèå â ñ÷¼ò äèàãðàìì.
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