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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

0.1. Òóðáóëåíòíîñòü

Òèïè÷íûé ïðèìåð òóðáóëåíòíîñòè � òå÷åíèå æèäêîñòè ïî òðóáå ñ çàäàí-

íûì ïåðåïàäîì äàâëåíèÿ ∆p íà åå êîíöàõ: ïðè ìàëîì ∆p òå÷åíèå ïëàâíîå

(�ëàìèíàðíîå�), ñ ðîñòîì æå ∆p ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íåêîòîðîå ïîðîãî-

âîå çíà÷åíèå ∆pïîð ïëàâíîå òå÷åíèå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è â æèäêîñòè

ïîÿâëÿþòñÿ õàîòè÷åñêèå çàâèõðåíèÿ, èíòåíñèâíîñòü êîòîðûõ âîçðàñòàåò ñ

ðîñòîì ∆p. Îäíîâðåìåííî óñëîæíÿåòñÿ ñòðóêòóðà ïîòîêà æèäêîñòè: õàðàê-

òåðíûì ðàçìåðîì âïåðâûå ïîÿâëÿþùèõñÿ âáëèçè ïîðîãà âèõðåé ÿâëÿåòñÿ

íåêîòîðûé �âíåøíèé ìàñøòàá� ñèñòåìû Lmax (â ïðèâîäèìîì ïðèìåðå -

äèìåòð òðóáû), ñ ðîñòîì ∆p ýòè ïåðâè÷íûå êðóïíîìàñøòàáíûå âèõðè äðî-

áÿòñÿ íà âñå áîëåå ìåëêèå. Ðåæèìó ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóåò

∆p >> ∆pïîð. Òîãäà â ñèñòåìå îäíîâðåìåííî ïðèñóòñòâóþò òóðáóëåíòíûå

âèõðè âñåâîçìîæíûõ ðàçìåðîâ îò âíåøíåãî ìàñøòàáà Lmax äî �äèññèïà-

öèîííîé äëèíû� Lmin, äëÿ êîòîðîé ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì çàòóõàíèå

âèõðåé èç-çà âÿçêîãî òðåíèÿ. Â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå âñÿ ýíåðãèÿ, ïîñòó-

ïàþùàÿ â ñèñòåìó îò ñîçäàþùåãî ãðàäèåíò äàâëåíèÿ âíåøíåãî èñòî÷íèêà,

â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ïðåâðàùàåòñÿ â òåïëî èç-çà äèññèïàöèè ýíåðãèè äëÿ ìåë-

êîìàñøòàáíûõ âèõðåé.

Â îáùåì ñëó÷àå ðîëü ∆p/∆pïîð èãðàåò áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð � ÷èñëî

Ðåéíîëüäñà Re = vLmax/ν, ãäå v � õàðàêòåðíàÿ ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ,

Lmax � âíåøíèé ìàñøòàá, ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ñðåäû.

Ïðè íàëè÷èè òóðáóëåíòíîñòè ïîëíîå ïîëå ñêîðîñòè V (t,x) ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå ñóììû V (t,x) = v(t,x) + ϕ̂(t,x), ãäå t � âðåìÿ, x ∈ <d

� êîîðäèíàòà â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, v(t,x) � ïëàâíàÿ ëàìèíàðíàÿ ñî-

ñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè, ϕ̂(t,x) � ñðàâíèòåëüíî ìàëàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ (ïóëü-

ñàöèîííàÿ) ñîñòàâëÿþùàÿ. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ òåîðèè òóðáóëåíòíî-
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ñòè ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ϕ̂(t,x), ò.å.

åãî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè è ðàçëè÷íûå ôóíêöèè îòêëèêà. Âáëèçè ïî-

ðîãà, êîãäà ÷èñëî Ðåéíîëüäñà Re íåìíîãî ïðåâûøàåò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå

Reïîð, ñòðóêòóðà âïåðâûå ïîÿâëÿþùèõñÿ òóðáóëåíòíûõ âèõðåé ñ õàðàê-

òåðíûì ðàçìåðîì Lmax îïðåäåëÿåòñÿ âñåé ãåîìåòðèåé çàäà÷è (ñì. [1]), ò.å.

â ýòîé ñèòóàöèè òóðáóëåíòíîñòü ïîìíèò äåòàëè ãëîáàëüíîãî óñòðîéñòâà ñè-

ñòåìû. Çàäà÷è òàêîãî òèïà ðåøàþòñÿ èíäèâèäóàëüíî äëÿ êàæäîé êîíêðåò-

íîé ñèñòåìû.

Ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü çàäà÷ó ìîæíî â ñëó÷àå ðàçâèòîé òóðáóëåíòíî-

ñòè, êîãäà Re >> Reïîð è Lmax >> Lmin. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷¼òêî âûðà-

æåííûé èíåðöèîííûé èíòåðâàë ðàññòîÿíèé Lmax >> L >> Lmin, è ìîæ-

íî ãîâîðèòü î êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ ïîëÿ ϕ̂(t,x) íà òàêèõ ìàñøòà-

áàõ. Ïîñêîëüêó õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì ëàìèíàðíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêî-

ðîñòè ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ Lmax, òî íà ðàññòîÿíèÿõ L << Lmax ìû ïîëàãàåì

v(t,x) = const. Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçó÷åíèè ñòðóêòóðû òóðáóëåíòíîãî

ïîòîêà íà òàêèõ ìàñøòàáàõ ìîæíî èãíîðèðîâàòü íåòðèâèàëüíîå ãëîáàëü-

íîå óñòðîéñòâî èçó÷àåìîé ñèñòåìû, ïîñòîÿííóþ æå ñêîðîñòü v(t,x) ìîæíî

óñòðàíèòü ïåðåõîäîì â ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ýòî ïðèâåäåò

ê çàäà÷å îá îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè, â êîòîðîé âñå ïîëå ñêî-

ðîñòè V (t, x) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ åãî ñòîõàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ϕ̂(t,x),

à èñòî÷íèêîì ïîñòóïëåíèÿ ýíåðãèè ñ÷èòàþòñÿ ïåðâè÷íûå êðóïíîìàñøòàá-

íûå âèõðè.

Ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåòñÿ êàê äëÿ æèä-

êîñòåé, òàê è äëÿ ãàçîâ è ïîä÷èíÿåòñÿ åäèíûì çàêîíîìåðíîñòÿì. Ïîñêîëüêó

õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ãîðàç-

äî ìåíüøå ñêîðîñòè çâóêà, ïðè îïèñàíèè òóðáóëåíòíîñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü

ñæèìàåìîñòüþ ñðåäû è ñ÷èòàòü âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè ïîïåðå÷íûì.

Îáû÷íî [2] â êà÷åñòâå ìèêðîìîäåëè îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ðàçâèòîé
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(ò.å. áîëüøèå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà) òóðáóëåíòíîñòè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

(ãàçà) èñïîëüçóþò ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà

∇tϕi(x, t) = ν∆ϕi(x, t)− ∂ip(x, t) + ξi(x, t), ∇t ≡ ∂t + (ϕ∂), (1)

ãäå ϕ � ïîïåðå÷íîå (ñëåäñòâèå íåñæèìàåìîñòè) âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè

(∂ϕ ≡ ∂kϕk = 0), ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, p(x, t) è

ξ(x, t) � äàâëåíèå è ïîïåðå÷íàÿ âíåøíÿÿ ñëó÷àéíàÿ ñèëà â ðàñ÷åòå íà åäè-

íèöó ìàññû, ∇t � ãàëèëååâî-êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Äëÿ ξ ïðåäïîëàãà-

åòñÿ ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è çàäàííûì êîððåëÿòîðîì

< ξ̂i(x, t)ξ̂s(x
′, t′) >≡ Dis(x, t;x

′, t′) ñëåäóþùåãî âèäà

Dis(x, t;x
′, t′) = δ(t− t′)(2π)−d

∫
dqPis(q)N(q)eik(x−x′), (2)

ãäå Pis(q) = δis−qiqs/q2 � ïîïåðå÷íûé ïðîåêòîð, d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-

ñòâà x (è q), N(q) � íåêîòîðàÿ �ôóíêöèÿ íàêà÷êè�, çàâèñÿùàÿ îò |q| è îò

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Ñëó÷àéíàÿ ñèëà ξ â óðàâíåíèè (1) ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ìîäåëèðóåò ñòî-

õàñòè÷íîñòü (êîòîðàÿ â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ äîëæíà âîçíèêàòü ñïîíòàííî

êàê ñëåäñòâèå íåóñòîé÷èâîñòè ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ) è îäíîâðåìåííî íà-

êà÷êó ýíåðãèè â ñèñòåìó îò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êðóïíîìàñøòàáíûìè âèõðÿ-

ìè. Ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü íàêà÷êè ýíåðãèè (êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, ïîñòóïàþùåå

çà åäèíèöó âðåìåíè íà åäèíèöó ìàññû) ñâÿçàíà ñ ôóíêöèåé N(q) â (2) ñî-

îòíîøåíèåì

W = [(d− 1)/2(2π)d]

∫
dqN(q). (3)

Â êðèòè÷åñêîé äèíàìèêå âèä êîððåëÿòîðà ñëó÷àéíîé ñèëû â óðàâíåíè-

ÿõ Ëàíæåâåíà âûáèðàåòñÿ òðåáîâàíèåì âçàèìíîé ñîãëàñîâàííîñòè äèíàìè-

êè è ñòàòèêè. Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà íå îòíîñèòñÿ ê ýòîìó

êëàññó, ïîýòîìó çäåñü íåò îäíîçíà÷íîãî ïðàâèëà âûáîðà ýòîãî êîððåëÿòîðà.
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Â ÐÃ-òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè åãî âûáèðàþò, ðóêîâîäñòâóÿñü, ñ îäíîé ñòîðî-

íû, ôèçè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, ñ äðóãîé, � ÷èñòî òåõíè÷åñêèìè. Ôèçè-

÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ðåàëèñòè÷åñêàÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è

íàêà÷êà äîëæíà áûòü èíôðàêðàñíîé, ò.å. îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë (3)

äîëæåí ïîðîæäàòüñÿ îáëàñòüþ ìàëûõ èìïóëüñîâ q ∼ m ≡ 1/Lmax (íàêà÷-

êà ýíåðãèè êðóïíîìàñøòàáíûìè âèõðÿìè). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ èñïîëü-

çîâàíèÿ ñòàíäàðòíîé êâàíòîâîïîëåâîé òåõíèêè ÐÃ âàæíî, ÷òîáû ôóíêöèÿ

N(q) â (2) èìåëà ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó ïðè áîëüøèõ k. Ïîñëåäíåìó óñëî-

âèþ óäîâëåòâîðÿåò â ÷àñòíîñòè ôóíêöèÿ

N(q) = D0q
4−d(q2 +m2)−ε, (4)

ãäå ε > 0 � íåçàâèñèìûé ïàðàìåòð ìîäåëè.

Â ÐÃ òåîðèè êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êðèòè÷åñêèå èíäåêñû ïðåäñòàâ-

ëÿþòñÿ â âèäå ðÿäîâ ïî ïàðàìåòðó ε = 4 − d � îòêëîíåíèþ ðàçìåðíîñòè

ïðîñòðàíñòâà d îò âåðõíåé êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè d = 4, âûøå êîòîðîé

êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òðèâèàëèçóåòñÿ. Âàæíûì îòëè÷èåì òóðáóëåíòíî-

ñòè (à òî÷íåå ãîâîðÿ, ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà) ÿâëÿåòñÿ

îòñóòñòâèå âåðõíåé êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè, è ïàðàìåòð ðàçëîæåíèÿ ε â

òåîðåòèêî-ïîëåâîì ÐÃ-ïîäõîäå èìååò ñîâåðøåííî èíîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë

� ýòîò ïàðàìåòð íèêàê íå ñâÿçàí ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà, à õàðàê-

òåðèçóåò �ñòåïåíü îòêëîíåíèÿ îò ëîãàðèôìè÷íîñòè�. Ìîäåëü ñòàíîâèòñÿ

ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðè ε = 0, à ðåàëèñòè÷åñêîé ïðè ε > 2.

Â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî ÐÃ-òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ áîëåå

ïðîñòàÿ ÷èñòî ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ íàêà÷êè

N(q) = D0q
4−d−2ε, (5)

ñîîòâåòñòâóþùàÿ m = 0 â (4). Òàêîé âûáîð äîïóñòèì, åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ

ëèøü ïðîáëåìîé îáîñíîâàíèÿ ÈÊ-ñêåéëèíãà è ñîîòâåòñòâóþùèìè êðèòè÷å-
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ñêèìè ðàçìåðíîñòÿìè (êîòîðûå ïðè ëþáîé íàêà÷êå íå äîëæíû çàâèñåòü îò

m), à ïðî÷èå îáúåêòû òèïà ñêåéëèíãîâûõ ôóíêöèé âû÷èñëÿòü ïî äèàãðàì-

ìàì òîëüêî â ôîðìå ε - ðàçëîæåíèé. Òîãäà ïåðåõîä ê çàäà÷å m = 0 íåïðî-

òèâîðå÷èâ, òàê êàê êîýôôèöèåíòû ε-ðàçëîæåíèé äèàãðàìì èìåþò ïðåäåëû

ïðè m→ 0.

Ôèçè÷åñêîå çíà÷åíèå ε = 2 îòâå÷àåò íàêà÷êå âèõðÿìè áåñêîíå÷íî áîëü-

øîãî ðàçìåðà. Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà d îñòàåòñÿ ñâîáîäíûì

ïàðàìåòðîì è ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íåçàâèñèìî îò ε. Îáùåé ÷åðòîé ñ ìîäå-

ëÿìè êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðåäåë ε → 0 ñîîòâåòñòâó-

åò ëîãàðèôìè÷åñêîé (òî÷íî ðåíîðìèðóåìîé) òåîðåòèêî-ïîëåâîé ìîäåëè, à

óëüòðàôèîëåòîâûå (ÓÔ) ðàñõîäèìîñòè ïðîÿâëÿþòñÿ êàê ïîëþñà ïî ε â äèà-

ãðàììàõ òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ìû èñïîëüçóåì òîò æå ñèì-

âîë ε è äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà; â ëèòåðàòóðå îí èíî-

ãäà îáîçíà÷àåòñÿ êàê ε = y/2 [3].

Ðåçóëüòàòû ÐÃ-ïîäõîäà ê ìîäåëè (5) âíóòðåííå íåïðîòèâîðå÷èâû è íà-

äåæíû ïðè àñèìïòîòè÷åñêè ìàëûõ ε, òîãäà êàê âîçìîæíîñòü èõ ýêñòðà-

ïîëÿöèè ê ôèçè÷åñêîìó (íå ìàëîìó) çíà÷åíèþ ε = 2 äàëåêî íå î÷åâèäíà.

Ðàçóìååòñÿ, ôèçè÷åñêîå çíà÷åíèå ε = 4 − d = 1 â òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâ-

ëåíèé òàêæå îòíþäü íå ìàëî. Íî òàì íåò êîíêðåòíûõ îñíîâàíèé îæèäàòü

ïîÿâëåíèÿ êàêèõ-ëèáî êà÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé â ïîâåäåíèè ñèñòåìû ïðè

óâåëè÷åíèè ε èç îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé ε << 1 ê ðåàëüíûì êîíå÷íûì

ε ∼ 1, òàê ÷òî âîçìîæíîñòü òàêîé ýêñòðàïîëÿöèè îáû÷íî íå ïîäâåðãàåòñÿ

ñîìíåíèþ.

Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà ñ íàêà÷êîé (5) ñèòóàöèÿ

çàâåäîìî áîëåå ñëîæíàÿ. Íîâûå êà÷åñòâåííûå ýôôåêòû âîçíèêàþò ñ ðî-

ñòîì ε, è îíè ëåãêî ìîãóò áûòü ïîòåðÿíû, åñëè ε-ðàçëîæåíèå èñïîëüçóåòñÿ

íåêðèòè÷íî èëè íåîñòîðîæíî. Îäèí èç íèõ, âîçíèêàþùèé ïðè ε > 3/2, ñâÿ-

çàí ñ èçâåñòíûì ÿâëåíèåì ïåðåíîñà òóðáóëåíòíûõ âèõðåé êàê öåëîãî âèõ-
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ðÿìè ñóùåñòâåííî áîëüøèõ ðàçìåðîâ. Ýòî ïðèâîäèò ê ñèëüíîé çàâèñèìîñòè

êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ñêîðîñòè îò âíåøíåãî (èíòåãðàëüíîãî) ìàñøòàáà

òóðáóëåíòíîñòè Lmax, èñ÷åçàþùåé ëèøü â ãàëèëååâî-èíâàðèàíòíûõ âåëè-

÷èíàõ (íàïðèìåð, â îäíîâðåìåííûõ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèÿõ). Äðóãîé îæè-

äàåìûé ýôôåêò � ïåðåõîä (êðîññîâåð) ïðè íåêîòîðîì (ïîêà íåèçâåñòíîì)

çíà÷åíèè ε îò êîëìîãîðîâñêîãî ñêåéëèíãà (òåîðèè �K41�) ê òàê íàçûâàåìî-

ìó àíîìàëüíîìó ñêåéëèíãó (ìóëüòèñêåéëèíãó) � ñèíãóëÿðíîé çàâèñèìîñòè

ãàëèëååâî-èíâàðèàíòíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé îò ìàñøòàáà Lmax, õà-

ðàêòåðèçóþùåéñÿ áåñêîíå÷íûì íàáîðîì íåçàâèñèìûõ ïîêàçàòåëåé [4].

Ïîäîáíûå ýôôåêòû â ÐÃ-ïîäõîäå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ âîçíèêíîâåíè-

åì â ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðíûõ ðàçëîæåíèÿõ òàê íàçûâàåìûõ îïàñíûõ

ñîñòàâíûõ ïîëåé (�ñîñòàâíûõ îïåðàòîðîâ� â êâàíòîâî-ïîëåâîé òåðìèíîëî-

ãèè), èìåþùèõ îòðèöàòåëüíûå êðèòè÷åñêèå ðàçìåðíîñòè [5]. Â ìîäåëè (5)

òàêîâûìè îêàçûâàþòñÿ âñå îïåðàòîðû âèäà ϕN , ñòåïåíè ïîëÿ ñêîðîñòè ϕ,

ïðè ε ≥ 3/2. Ñóììèðîâàíèå èõ âêëàäîâ â îïåðàòîðíûõ ðàçëîæåíèÿõ, âû-

ïîëíåííîå â [5], ïîçâîëÿåò âûéòè çà ðàìêè ïðîñòîãî ε-ðàçëîæåíèÿ è äàòü

àäåêâàòíîå îïèñàíèå âûøåóïîìÿíóòûõ ýôôåêòîâ ïåðåíîñà è ñâÿçàííûõ ñ

íèìè ñèíãóëÿðíîñòåé ïðè Lmax → ∞. ×òî êàñàåòñÿ àíîìàëüíîãî ñêåéëèí-

ãà â ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèÿõ, òî îí, ïî-âèäèìîìó, äîëæåí áûòü ñâÿçàí ñ

ñóùåñòâîâàíèåì â ìîäåëè (5) ãàëèëååâî-èíâàðèàíòíûõ îïàñíûõ îïåðàòî-

ðîâ. Ýòà èäåÿ áûëà óñïåøíî ðåàëèçîâàíà â ïîïóëÿðíîé ìîäåëè Êðåé÷íàíà,

îïèñûâàþùåé òóðáóëåíòíîå ïåðåìåøèâàíèå ïàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

(òåìïåðàòóðû, êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè è ò.ï.) �ñèíòåòè÷åñêèì� ãàóññîâûì

ïîëåì ñêîðîñòè ñ çàäàííûì êîððåëÿòîðîì âèäà δ(t − t′)/qd+ε. Ïåðâîíà-

÷àëüíî àíîìàëüíûå èíäåêñû â íåé áûëè âû÷èñëåíû â ïîðÿäêàõ O(1/d)

[6] è O(ε) [7] â ðàìêàõ òàê íàçûâàåìîãî ìåòîäà íóëåâûõ ìîä (êîòîðûé

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðóþ ðàçíîâèäíîñòü ìåòîäà óðàâíåíèé ñà-

ìîñîãëàñîâàíèÿ). Â ÐÃ-ïîäõîäå ê ìîäåëè Êðåé÷íàíà, ðàçâèòîì â ðàáîòå
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[8], àíîìàëüíûå ïîêàçàòåëè áûëè îòîæäåñòâëåíû ñ ðàçìåðíîñòÿìè îïàñíûõ

ãàëèëååâî-èíâàðèàíòíûõ îïåðàòîðîâ, à èìåííî, ñòåïåíåé ëîêàëüíîé ñêîðî-

ñòè äèññèïàöèè ñêàëÿðíûõ ôëóêòóàöèé. Ýòî ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü äëÿ íèõ

ñèñòåìàòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî ïîêàçàòåëþ ε è âûïîëíèòü ïðàêòè÷åñêèå

âû÷èñëåíèÿ â ïîðÿäêàõ ε2 [8] è ε3 [9].

Îäíàêî, ðåàëèçîâàòü ïîäîáíóþ ïðîãðàììó äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè ñ

íàêà÷êîé (5) ïîêà îêàçàëîñü íåâîçìîæíûì. Äåëî â òîì, ÷òî â îòëè÷èå îò ìî-

äåëè Êðåé÷íàíà, êðèòè÷åñêèå ðàçìåðíîñòè âñåõ ãàëèëååâî-èíâàðèàíòíûõ

ñîñòàâíûõ îïåðàòîðîâ ïðè ìàëûõ ε â íåé ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Åñëè íåêî-

òîðûå èç íèõ è ñòàíîâÿòñÿ îòðèöàòåëüíûìè ïðè íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ çíà÷å-

íèÿõ ε ∼ 1, ýòîò ôàêò íåëüçÿ íàäåæíî óñòàíîâèòü â ðàìêàõ ε-ðàçëîæåíèÿ,

òàê êàê èçâåñòíû ëèøü îäèí-äâà ÷ëåíà ðÿäà ïî ε è ëèøü äëÿ íåìíîãèõ

îïåðàòîðîâ (íåñêîëüêî ðàçìåðíîñòåé èçâåñòíî òî÷íî, íî âñå îíè ïðè ε ≤ 2

îñòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè [10]).

Ãîðàçäî áîëåå ìíîãîîáåùàþùåé ïðåäñòàâëÿåòñÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ òåî-

ðèè âîçìóùåíèé ïî îáðàòíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà 1/d, âûñêàçàííàÿ

â ðàçëè÷íîì êîíòåêñòå è â ðàçíîé ôîðìå â ðÿäå ðàáîò [11, 12, 13, 14, 15, 16].

Îæèäàåòñÿ [12], ÷òî â ïðåäåëå d→∞ çàäà÷à óïðîñòèòñÿ è, âîçìîæíî, îêà-

æåòñÿ òî÷íî ðåøàåìîé (íàïðèìåð, àíîìàëüíûé ñêåéëèíã èñ÷åçíåò è òåî-

ðèÿ �Ê41� ñòàíåò ñïðàâåäëèâîé), òàê ÷òî åå ìîæíî áóäåò èñïîëüçîâàòü

êàê íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ñèñòåìàòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé ñ ìàëûì

ïàðàìåòðîì 1/d (äîáàâèì, ÷òî äëÿ ðåàëüíîé òðåõìåðíîé òóðáóëåíòíîñòè

îí äåéñòâèòåëüíî ìàë: 1/d = 1/3).

Àðãóìåíòû â ïîëüçó èñ÷åçíîâåíèÿ àíîìàëüíîãî ñêåéëèíãà ïðè d =

∞, îñíîâàííûå íà íåêîòîðîì çàìûêàíèè óðàâíåíèé äëÿ êîððåëÿöèîííûõ

ôóíêöèé, áûëè ïðèâåäåíû â ðàáîòå [13]. Ðàíåå ýòî áûëî îáíàðóæåíî äëÿ

óïîìèíàâøåéñÿ âûøå ìîäåëè Êðåé÷íàíà [11], ïðè÷åì â íåé óäàåòñÿ íàéòè

è àíîìàëüíûå ïîêàçàòåëè â ïîðÿäêå O(1/d) [6] (õîòÿ ïîñòðîèòü ñèñòåìàòè-
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÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî 1/d èëè õîòÿ áû âûïîëíèòü âû÷èñëåíèå àíîìàëüíûõ

ïîêàçàòåëåé â ïîðÿäêå O(1/d2) ïîêà íå óäàëîñü).

Ôèçè÷åñêàÿ êàðòèíà îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ýíåðãèÿ âíåøíåãî èñòî÷íèêà ïîñòóïàåò â ñèñòåìó îò

êðóïíîìàñøòàáíûõ âèõðåé ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì Lmax. Çàòåì îíà ïåðå-

íîñèòñÿ ïî ñïåêòðó (äðîáëåíèå âèõðåé) èç-çà íåëèíåéíîñòè â óðàâíåíèè (1)

è â èòîãå íà÷èíàåò äèññèïèðîâàòü íà ìàñøòàáàõ Lmin, íà êîòîðûõ ñòàíî-

âèòñÿ ñóùåñòâåííîé ðîëü âÿçêîñòè. Èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè ïîëó÷èì

Re =
(Lmax
Lmin

)4/3

. (6)

Îáëàñòü äèññèïàöèè (ðàçìåðû âèõðåé ïîðÿäêà Lmin) áûëà îïèñàíà Êîë-

ìîãîðîâûì [2].

Ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëüøèìè ÷èñëàìè Ðåé-

íîëüäñà (∼ 104 − 106), à, ñëåäîâàòåëüíî (6), è íàëè÷èåì øèðîêîãî èíåð-

öèîííîãî èíòåðâàëà, îïðåäåëÿåìîãî íåðàâåíñòâàìè Lmin << L << Lmax.

Ñóùåñòâîâàíèå èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà áûëî ïðåäñêàçàíî Êîëìîãîðî-

âûì â ðàáîòå [17] â 1941 ãîäó (óòî÷íåíèÿ ïî ïîâîäó âûäâèíóòûõ Êîëìîãî-

ðîâûì ãèïîòåç ñì. [18]). Ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå

èçó÷àëàñü ìíîæåñòâîì àâòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, ññûëêè â [18, 19]).

Òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè ïîêà îñòàåòñÿ â çíà-

÷èòåëüíîé ñòåïåíè íåðåøåííîé çàäà÷åé. Ïðîâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ óïðî-

ùåííûõ ìîäåëåé. Îäíèìè èç íàèáîëåå õàðàêòåðíûõ ïðîáëåì ÿâëÿþòñÿ

îáîñíîâàíèå â ðàìêàõ ìèêðîñêîïè÷åñêîé ìîäåëè êëàññè÷åñêîé ôåíîìåíî-

ëîãè÷åñêîé òåîðèè Êîëìîãîðîâà-Îáóõîâà è èññëåäîâàíèå îòêëîíåíèé îò

íåå, åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ (ñì. [2, 4]).

Èçâåñòíû êàê ýêñïåðèìåíòàëüíûå, òàê è òåîðåòè÷åñêèå ñâèäåòåëüñòâà

â ïîëüçó íåêîòîðûõ îòêëîíåíèé îò ïðåäñêàçàíèé òåîðèè Êîëìîãîðîâà-

Îáóõîâà. Îíè ïðîÿâëÿþòñÿ â ñèíãóëÿðíîé çàâèñèìîñòè êîððåëÿöèîííûõ
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ôóíêöèé îò âíåøíåãî ìàñøòàáà Lmax ñ íåêîòîðûìè íåòðèâèàëüíûìè ñòå-

ïåííûìè ïîêàçàòåëÿìè (àíîìàëüíûé ñêåéëèíã, àíîìàëüíûå ïîêàçàòåëè). Â

ðàìêàõ ìíîãî÷èñëåííûõ ìîäåëåé ýòè ïîêàçàòåëè ñâÿçûâàþòñÿ ñî ñòàòèñòè-

÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ëîêàëüíîé äèññèïàöèè èëè ñ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíî-

ñòüþ ñòðóêòóð, îáðàçóåìûõ ìåëêîìàñøòàáíûìè òóðáóëåíòíûìè âèõðÿìè.

Êàê ïðàâèëî, òàêèå ìîäåëè íîñÿò ïîëóôåíîìåíîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð, ñëà-

áî ñâÿçàíû ñ èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè ãèäðîäèíàìèêè è âêëþ÷àþò ïðîèç-

âîëüíûå ïîäãîíî÷íûå ïàðàìåòðû, òàê ÷òî îñòàþòñÿ ñåðüåçíûå ñîìíåíèÿ â

óíèâåðñàëüíîñòè ïîêàçàòåëåé, äà è â ñàìîì ñóùåñòâîâàíèè îòêëîíåíèé îò

êîëìîãîðîâñêîãî ñêåéëèíãà.

Êàê ÷èñëåííûå, òàê è íàòóðíûå ýêñïåðèìåíòû ïîäñêàçûâàþò, ÷òî îò-

êëîíåíèÿ îò ïðåäñêàçàíèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè Êîëìîãîðîâà-Îáóõîâà äëÿ

ïåðåíîñèìîé òóðáóëåíòíûì ïîòîêîì ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû (òåìïåðàòóðû

òóðáóëåíòíîé ñðåäû, êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå)

ïðîÿâëÿþòñÿ åùå ñèëüíåå, ÷åì äëÿ ñàìîãî ïîëÿ ñêîðîñòè. Â òî æå âðå-

ìÿ ýòà çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ áîëåå äîñòóïíîé òåîðåòè÷åñêîìó àíàëèçó: äà-

æå ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ïåðåìåøèâàíèå �ïàññèâ-

íîé� (íå îêàçûâàþùåé âîçäåéñòâèÿ íà ïîâåäåíèå òóðáóëåíòíîé æèäêîñòè)

ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû ïîëåì ñêîðîñòè ñ çàäàííîé ñòàòèñòèêîé, îáíàðóæèâà-

þò íåêîòîðûå àíîìàëüíûå ÷åðòû, ñâîéñòâåííûå ðåàëüíîìó òóðáóëåíòíîìó

ïåðåíîñó.

Òåì ñàìûì ïðîáëåìà ïåðåìåøèâàíèÿ ïàññèâíîé ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû,

âàæíàÿ ñàìà ïî ñåáå (íàïðèìåð, ðàñïðîñòðàíåíèå çàãðÿçíåíèé â òóðáóëåíò-

íîé àòìîñôåðå èëè îêåàíå), ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ è êàê îòïðàâíàÿ òî÷êà

ïðè îïèñàíèè àíîìàëüíîãî ñêåéëèíãà äëÿ ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè â öå-

ëîì.
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0.2. Ìåòîä ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé äîñòèãëà çíà÷èòåëü-

íûõ óñïåõîâ áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ èäåé ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû

(ÐÃ). ÐÃ-ïîäõîä íå òîëüêî ïîäòâåðäèë ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ãèïîòåçû ïî-

äîáèÿ è óíèâåðñàëüíîñòè [20], íî è ïðåäîñòàâèë âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ

ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ïîâåäåíèå ñèñòåì â êðèòè÷åñêîé îá-

ëàñòè. Îñíîâîïîëàãàþùèìè äëÿ ïðèìåíåíèÿ ÐÃ â çàäà÷àõ ñòàòèñòè÷åñêîé

ôèçèêè ÿâèëèñü ðàáîòû Âèëüñîíà [21, 22], õîòÿ â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ

àíàëîãè÷íàÿ òåõíèêà áûëà èçâåñòíà ñóùåñòâåííî ðàíüøå: âïåðâûå ñóùå-

ñòâîâàíèå ãðóïïû ðåíîðìèðîâîê â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ áûëî îòìå÷åíî

â ðàáîòå [23], çàòåì â [24] áûëè èñïîëüçîâàíû ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíå-

íèÿ òèïà ÐÃ äëÿ àíàëèçà óëüòðàôèîëåòîâûõ (ÓÔ) àñèìïòîòèê â êâàíòîâîé

ýëåêòðîäèíàìèêå. Â ðàáîòàõ [25, 26, 27, 28] áûëà óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó

ðåçóëüòàòàìè [23] è [24], âïåðâûå ïîëó÷åíû ïîëíûå äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ ÐÃ è óêàçàí ðåöåïò èõ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ â êîìáè-

íàöèè ñ ðàñ÷åòîì ÐÃ-ôóíêöèé (êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ÐÃ) ïî òåîðèè

âîçìóùåíèé. Âïîñëåäñòâèè, â [29] è íåçàâèñèìî â [30, 31] áûë ïðåäëî-

æåí åùå îäèí âàðèàíò óðàâíåíèé ÐÃ, ñôîðìóëèðîâàííûõ â âèäå îäíîãî

óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Äèô-

ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ [25] èãðàþò ðîëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû

äëÿ óðàâíåíèÿ [29, 30, 31]. Ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé ñòàíäàðòíîé

êâàíòîâî-ïîëåâîé òåõíèêè ÐÃ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ, âñëåä çà [32, 33], îíè èñ-

ïîëüçóåòñÿ è â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå â áîëüøèíñòâå ðàáîò, îòíîñÿùèõñÿ

ê êðèòè÷åñêîé òåîðèè.

Ïîçäíåå áûë ðàçâèò ÐÃ ïîäõîä ê îïèñàíèþ êðèòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ

ÿâëåíèé: ñïåðâà â äóõå èäåîëîãèè âèëüñîíîâñêèõ ðåêóðñèîííûõ ñîîòíîøå-

íèé [34], à çàòåì è â ïîëåâîì MSR (MSR =Martin-Siggia-Rose) ôîðìàëèçìå
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óäâîåííîãî ÷èñëà ïîëåé [35, 36, 37] áûëî îïèñàíî ñêåéëèíãîâîå ïîâåäåíèå

â ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ Ëàíæåâåíà. Ýòè ìåòîäû ïîçâîëèëè èññëå-

äîâàòü òàêæå äðóãèå ìíîãî÷èñëåííûå ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû, òàêèå êàê

ðàçíîîáðàçíûå ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé (ñìîòðè, íàïðèìåð, [38, 39]),

ñòîõàñòè÷åñêóþ òåîðèþ ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè [40, 41, 18](ìîäåëè êîòî-

ðîé ìû èññëåäóåì) è ò.ä..

Äðóãèì âàæíûì äîñòèæåíèåì Âèëüñîíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåííîå èì

4− ε�ðàçëîæåíèå [42, 43, 44], ïîçâîëèâøåå òåîðåòèêî-âîçìóùåí÷åñêîå âû-

÷èñëåíèå ÐÃ-ôóíêöèé. Â îñíîâó äàííîãî ðàçëîæåíèÿ ëåãëà ðàçâèòàÿ òàêæå

â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ èäåÿ ðàçìåðíîé ðåãóëÿðèçàöèè [45, 46]. Êðàòêî

íàïîìíèì ñõåìó ïîñòðîåíèÿ 4 − ε ðàçëîæåíèÿ. Äëÿ òåîðèè ñ ïàðàìåòðîì

ïîðÿäêà, îïèñûâàåìûì ïîëåì φ â ñòàíäàðòíîì ãàìèëüòîíèàíå Ãèíçáóðãà-

Ëàíäàó, - ðàçëîæåííîì â ðÿä ïî ñòåïåíÿì φ è ãðàäèåíòàì ïîëÿ ýôôåê-

òèâíîì ãàìèëüòîíèàíå H, îãðàíè÷èìñÿ èíôðàêðàñíî (ÈÊ) ñóùåñòâåííûìè

äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ÷ëåíàìè [47] è ïîëó÷èì òåîðèþ:

S =
1

2
∂µφ∂µφ+

1

2
τφ2 + gφ4 (7)

(èíòåãðèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòå ïîëåé x è ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèì-

ñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàþòñÿ) â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Èñïîëüçîâà-

íèå êâàíòîâî-ïîëåâîé ÐÃ åñòåñòâåííî ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ÿçûêà

êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ: S � äåéñòâèå òåîðèè, îíî æå, êàê ïðèíÿòî â ñòà-

òèñòè÷åñêîé ôèçèêå � ãàìèëüòîíèàí òèïà Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó (ñ òî÷íîñòüþ

äî 1/(kT ): S = H/(kT )), èëè äåéñòâèå MSR - òèïà (äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé, ñì. ï. 0.4.), â ôóíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëàõ óñðåäíåíèå ïðîèç-

âîäèòñÿ ñ âåñîì exp(−S). Óäîáíûì îêàçûâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òåðìèíîâ

�ôóíêöèÿ Ãðèíà� âìåñòî �êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ�, τ � ìàññà èëè ìàñ-

ñèâíûé ïàðàìåòð, g � êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ èëè �çàðÿä�, �èìïóëüñ��

âìåñòî �âîëíîâîå ÷èñëî�.
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Íåó÷òåííûå â (7) ÷ëåíû ãàìèëüòîíèàíà Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ìîãóò áûòü

ðàññìîòðåíû â êà÷åñòâå ñîñòàâíûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðûå â ñîîòâåòñòâèå ñî

ñâîåé êàíîíè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ ÿâëÿþòñÿ ÈÊ íåñóùåñòâåííûìè â 4− ε-

ðàçëîæåíèè ïðè ìàëûõ ε , îïðåäåëÿÿ ëèøü ïîïðàâêè ê ÈÊ ïîâåäåíèþ òåî-

ðèè (7) [32, 33, 48]. Ðåàëüíûì ïàðàìåòðîì ðàçëîæåíèÿ â òåîðèè âîçìóùå-

íèé ïðè âû÷èñëåíèè ÐÃ-ôóíêöèé âûñòóïàåò çíà÷åíèå çàðÿäà g â îêðåñò-

íîñòè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè óðàâíåíèÿ ÐÃ, ìàëîñòü ïàðàìåòðà ðàçëîæå-

íèÿ îäíîçíà÷íî ñâÿçàíà ñ ëîãàðèôìè÷íîñòüþ òåîðèè, ò.å. ñ áåçðàçìåðíî-

ñòüþ êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáåçðàçìåðèòü êîíñòàíòó

g, èìåþùóþ â ðåàëüíîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòü èìïóëüñà,

ââîäèòñÿ �ðàñøèðåííàÿ� òåîðèÿ, îïèñûâàåìàÿ òåì æå äåéñòâèåì (7), íî

óæå ïðè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d ≡ 2µ. Êàíîíè÷åñêàÿ

ðàçìåðíîñòü ïîëÿ φ îïðåäåëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêèì ÷ëåíîì äåéñòâèÿ è ðàâíà:

dφ = µ − 1 (ðàçìåðíîñòü èìïóëüñà ñ÷èòàåì ðàâíîé åäèíèöå, êîîðäèíàòû -

ìèíóñ åäèíèöå). Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü çàðÿäà dg = 4−2µ, òåîðèÿ ëîãàðèô-

ìè÷íà ïðè 2µ = 4. Â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òåîðèÿ (7) ðåíîðìèðó-

åìà, äëÿ ïîñòðîåíèÿ 4 − ε -ðàçëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåì (7) â ïðîñòðàíñòâå

ðàçìåðíîñòè µ = 2 − ε ñ ìàëûì ïîëîæèòåëüíûì ε. Ðåíîðìèðîâàâ ýòó òåî-

ðèþ òàê, ÷òîáû çàâèñÿùèå îò ε ôóíêöèè Ãðèíà äîïóñêàëè ïðåäåë ε → 0,

ïîëó÷èì èíòåðåñóþùèå íàñ ÐÃ-ôóíêöèè â âèäå ðÿäîâ ïî ε.

Ïîìèìî 4− ε ðàçëîæåíèÿ òåîðèè (7) èçâåñòíû äðóãèå âàðèàíòû ε - ðàç-

ëîæåíèé: 6−ε - ðàçëîæåíèå äëÿ òåîðèè φ3, 2+ε - äëÿ íåëèíåéíîé σ-ìîäåëè

[33] è åå îáîáùåíèé. Åùå îäíèì ðåãóëÿðíûì ìåòîäîì ðàñ÷åòà ÐÃ-ôóíêöèé

ÿâëÿåòñÿ 1/n ðàçëîæåíèå ïî îáðàòíîìó ÷èñëó êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿä-

êà (ñìîòðè, íàïðèìåð, [49, 50, 51, 52, 53]), äëÿ êîòîðîãî ïðèìåíÿåòñÿ äðóãîé

ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé òåîðèè (â íåëèíåéíîé σ-ìîäåëè) ïðè

ëþáîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà 2 < d < 4.

Ïåðâîíà÷àëüíî èññëåäóåìûå ÐÃ ìåòîäîì òåîðèè, êàê ñòàòè÷åñêèå òàê è
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äèíàìè÷åñêèå, îòëè÷àëèñü ëîêàëüíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ äåéñòâèé, ÷òî

ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì äëÿ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Äëÿ òàêèõ òåîðèé è áûëà

ñïåðâà ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà Áîãîëþáîâà-Ïàðàñþêà îá ÓÔ ðåíîðìèðó-

åìîñòè [54], ñëóæàùàÿ îñíîâîé äëÿ ïðèìåíåíèÿ ÐÃ - ìåòîäà. Îäíàêî êðîìå

ðàçìåðíîé ðåãóëÿðèçàöèè â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ áûëà ðàçðàáîòàíà î÷åíü

ïîõîæàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ (ñìîòðè, íàïðèìåð, [55]). Åå èñ-

ïîëüçîâàíèå ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ïðèìåíåíèå ÐÃ ìåòîäà äëÿ

ðàñ÷åòîâ ÐÃ-ôóíêöèé â 1/n- ðàçëîæåíèè [56, 57, 58]. Ïðè ýòîì ïðèøëîñü

èññëåäîâàòü ðåíîðìèðîâêó äåéñòâèÿ ñ íåëîêàëüíûìè (íåàíàëèòè÷åñêèìè

ïî èìïóëüñàì) ÷ëåíàìè. Îäíàêî ââåäåíèå â äåéñòâèå òàêèõ ÷ëåíîâ ïîçâî-

ëÿåò ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ÐÃ-ïîäõîäà. Âñëåä

çà óñïåõîì 4− ε-ðàçëîæåíèÿ ýòî ïðèâåëî ê äðóãèì âàðèàíòàì ïîñòðîåíèÿ

�ðàñøèðåííûõ� òåîðèé: [59, 60], à òàêæå ê ðàññìîòðåíèþ òåîðèé, ïðèñóò-

ñòâèå íåëîêàëüíûõ ÷ëåíîâ â êîòîðûõ îáóñëîâëåíî ôèçè÷åñêèìè ïðè÷èíà-

ìè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ÐÃ - ñõåìû äëÿ

âñå áîëåå òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ. Ïðè ýòîì, âû÷èñëÿÿ

êàê ìîæíî áîëüøå ïîðÿäêîâ ε èëè ëþáîãî äðóãîãî ðàçëîæåíèÿ è èñïîëü-

çóÿ âû÷èñëåííóþ Ëèïàòîâûì àñèìïòîòèêó äëÿ β è γ ôóíêöèé [61] äëÿ

áîððåëåâñêîãî ïåðåñóììèðîâàíèÿ, ïîëó÷àþò çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåê-

ñîâ ïðè áîëüøèõ (ïîðÿäêà åäèíèöû) ïàðàìåòðàõ ðàçëîæåíèé, ñ áîëüøîé

ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ñîâïàäàþùèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè.

Òåîðèÿ ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû â òóðáóëåíòíîñòè ðàçâèâàëàñü áî-

ëåå äëèòåëüíîå âðåìÿ è, âîçìîæíî, ïî ýòîé ïðè÷èíå ìåíåå óñïåøíî. Êîë-

ìîãîðîâñêèé ñêåéëèíã â òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè áûë îòêðûò â íà÷àëå 40õ

ãîäîâ 20 âåêà, à ïåðâûå ñåðüåçíûå èññëåäîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà

ÐÃ ïîÿâèëèñü òîëüêî â êîíöå 70õ, êîãäà �çîëîòîé âåê� ÐÃ òåîðèè êðèòè-

÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, â ñóùíîñòè, çàêîí÷èëñÿ.



17

0.3. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Ðàçâèòèå ìîùíîãî àïïàðàòà êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ïåðâîíà÷àëüíî áû-

ëî îáóñëîâëåíî ïîòðåáíîñòÿìè ôèçèêè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Âñêîðå áû-

ëî çàìå÷åíî, ÷òî ñõîäíûå ïîäõîäû ìîãóò ñ óñïåõîì ïðèìåíÿòüñÿ è ïðè

îïèñàíèè äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, îáû÷íî ñ áîëüøèì èëè áåñêîíå÷íûì

÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Òàêîâûå, â ÷àñòíîñòè, îòíîñÿòñÿ ê îáëàñòè èñ-

ñëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Íàïðèìåð, êâàíòîâî-ïîëåâûå ìåòîäû

îêàçàëèñü íàèáîëåå àäåêâàòíûìè äëÿ îïèñàíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ

(ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà), ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè, ðàçíîîáðàç-

íûõ ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé è ñêåéëèíãîâûõ ÿâëåíèé â ïîëèìåðàõ.

Êâàíòîâî-ïîëåâûå ìåòîäû â áîëüøèíñòâå ñâîåì îñíîâàíû íà òåîðèè

âîçìóùåíèé ïî ðàçëè÷íûì ïàðàìåòðàì, íàïðèìåð, ïî ïîñòîÿííîé òîíêîé

ñòðóêòóðû α ≈ 1/137 â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå. Âû÷èñëåííûå ê íà-

ñòîÿùåìó âðåìåíè ïåðâûå 3�4 ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé ïî α îïðåäå-

ëÿþò ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå ñî âñå óëó÷øàþùåéñÿ òî÷íîñòüþ. Îäíàêî

âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ïîëó÷àåìûõ ðÿäîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå,

èíòåðåñíûì ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â áîëüøèí-

ñòâå ñëó÷àåâ ðÿäû êâàíòîâî-ïîëåâîé òåîðèè âîçìóùåíèé íîñÿò àñèìïòî-

òè÷åñêèé õàðàêòåð. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû � âîîáùå íåðåäêîå ÿâëåíèå â

òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà íå ìåøàåò åãî ïðàê-

òè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ ïðè ìàëîì ïàðàìåòðå ðàçëîæåíèÿ, ñ ÷åì ìû è

ñòàëêèâàåìñÿ â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå. Îäíàêî â ñòàòèñòè÷åñêîé ôè-

çèêå ðåàëüíûé ïàðàìåòð ðàçëîæåíèÿ ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà åäèíèöû

(â êà÷åñòâå ïðèìåðà çäåñü ìîæíî âñïîìíèòü ìåòîä ðåíîðìàëèçàöèîííîé

ãðóïïû è ε-ðàçëîæåíèå [62, 63]). Â ýòîé ñèòóàöèè ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàç-

ëîæåíèé îêàçûâàþòñÿ ïîðÿäêà èëè äàæå áîëüøå ïðåäûäóùèõ, è íåîáõîäè-

ìà îáùàÿ èíôîðìàöèÿ î ïîâåäåíèè ðàññìàòðèâàåìûõ ðÿäîâ: ñõîäÿòñÿ îíè
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èëè ðàñõîäÿòñÿ, êàêîâ ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.

Òàêàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïóòåì èññëåäîâàíèÿ àñèìï-

òîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ (ÀÂÏ). Ïóñòü íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà f(g) çàäàíà

ñòåïåííûì ðÿäîì f(g) =
∑

N f
(N)gN , àñèìïòîòèêà êîýôôèöèåíòîâ f (N)

ïðè N → ∞ è íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòèêîé âûñîêèõ ïîðÿäêîâ äëÿ ôóíêöèè

f . Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ÀÂÏ ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì

ñõîäèìîñòè äëÿ ôóíêöèè fα(g) = 1/(g − g0)
α. Ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà

íåòðóäíî íàéòè

fα(g) =
∑
N

f (N)
α gN , f (N)

α =
(−1)α

(g0)N+α

Γ(α +N)

Γ(α)N !
. (8)

ÀÂÏ ôóíêöèè fα îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåëîì

lim
N→∞

f (N)
α ∼ Nα−1

gN0
. (9)

Äàííûé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò, ÷òî ÀÂÏ ìîæåò äàòü èíôîðìàöèþ î ïî-

ëîæåíèè è õàðàêòåðå îñîáåííîñòè èññëåäóåìûõ ôóíêöèé: è ðàäèóñ ñõîäè-

ìîñòè (îïðåäåëÿåòñÿ g0) è òèï îñîáåííîñòè (îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì α) îäíî-

çíà÷íî çàäàþòñÿ åå ïàðàìåòðàìè.

Äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ çíàíèå ÀÂÏ ñóùåñòâåííî äîïîëíÿåò

èíôîðìàöèþ, êîòîðóþ ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èç îáû÷íîé òåîðèè âîçìóùå-

íèé. Ïóñòü, íàïðèìåð, äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f(g) íàì èçâåñòåí íåêî-

òîðûé îòðåçîê ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé
∑K

i=0 f
(i)gi, à òàêæå ïîëîæåíèå è

õàðàêòåð îñîáåííîñòè íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìîñòè (íàïðèìåð, 1/(g−g0)
α).

Òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè â âèäå

f(g) =
1

(g − g0)α

∑
i

f̄ (i)gi,

ãäå êîýôôèöèåíòû f̄ (i) ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì f (i), ïðèâîäÿò ê

áîëüøåìó ðàäèóñó ñõîäèìîñòè íîâîãî ðÿäà
∑

i f̄
(i)gi è ïîçâîëÿþò òî÷íåå
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âîññòàíîâèòü âåëè÷èíó f(g). Îêàçûâàåòñÿ, è â ñëó÷àå ðÿäîâ àñèìïòîòè÷å-

ñêèõ ÀÂÏ ìîæåò äàòü ðåöåïò ïîëó÷åíèÿ õîðîøåãî ÷èñëåííîãî îòâåòà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÀÂÏ êâàíòîâî-ïîëåâûõ ðàçëîæåíèé èñïîëüçóåòñÿ èí-

ñòàíòîííûé àíàëèç (ñì. [61, 63]), êîòîðûé ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ àñèìï-

òîòèêè ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà ìåòîäîì ïåðåâàëà. Äëÿ àñèìïòîòè÷å-

ñêèõ ðÿäîâ ðàçâèòû ðàçíîîáðàçíûå ñõåìû ïåðåñóììèðîâàíèÿ, â áîëüøèí-

ñòâå ñâîåì îñíîâàííûå íà ïðåîáðàçîâàíèè Áîðåëÿ.

0.4. MSR ôîðìàëèçì

Îäíèì èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è â

êâàíòîâîïîëåâîé ôîðìóëèðîâêå ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå MSR-ïåðåìåííûõ (äà-

ëåå, MSR-ôîðìàëèçì, MSR = Martin-Siggia-Rose). Êðàòêî îïèøåì ýòîò ïå-

ðåõîä. Â îáùåì âèäå ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè ôîðìó-

ëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [62]

∂tϕ(x) = U(x;ϕ) + η(x), 〈η̂(x)η̂(x′)〉 = D(x, x′), (10)

ãäå ϕ(x) � èñêîìîå ïîëå, U(x;ϕ) � çàäàííûé t-ëîêàëüíûé ôóíêöèîíàë, íå

ñîäåðæàùèé ïðîèçâîäíûõ ϕ ïî âðåìåíè, η̂(x) � ñëó÷àéíàÿ âíåøíÿÿ ñèëà,

η(x) â óðàâíåíèè íà ϕ � ëþáàÿ åå ðåàëèçàöèÿ, äëÿ η̂(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ

ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì 〈η̂(x)〉 = 0 è êîððåëÿòîðîì D,

x = t,x.

Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë U â ïðàâîé ÷àñòè (10) ñîäåðæèò âêëàä

íåñëó÷àéíîé ñèëû f , ëèíåéíóþ ïî ϕ �ñâîáîäíóþ ÷àñòü� Lϕ ñ íåêîòîðîé

îïåðàöèåé L è âêëàä íåëèíåéíîñòåé n(ϕ):

U(ϕ) = Lϕ+ n(ϕ) + f. (11)

Ðåøåíèå çàäà÷è (10) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â èíòåãðàëüíîé ôîðìå

ϕ = ∆12[f + η + n(ϕ)], ∆12 ≡ (∂t − L)−1, (12)
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ãäå ∆12 ≡ ∆12(x, x
′) - çàïàçäûâàþùàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà ëèíåéíîé îïåðàöèè

(∂t − L).

Ïóñòü ϕ̄ ≡ ϕ̄(x, η) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10). Ïðîèçâîäÿùèé ôóíêöè-

îíàë êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïîëÿ ϕ̂ îáîçíà÷èì G(a), ãäå a - èñòî÷íèê.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì η G(a; η) = exp(aϕ̂). Ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî η ïîëó÷èì

G(a) =

∫
Dη exp[−1

2ηD
−1η + aϕ̄]∫

Dη exp[−1
2ηD

−1η]
(13)

Íåîáõîäèìûå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî àðãóìåíòàì ïîëåé ïîäðàçóìåâàþòñÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

exp(aϕ̄) =

∫
Dϕδ(ϕ− ϕ̄) exp(aϕ) (14)

ñ ôóíêöèîíàëüíîé δ-ôóíêöèåé δ(ϕ − ϕ̄) ≡ Πx[δ(ϕ(x) − ϕ̄(x))]. Èç ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ðàâåíñòâ

ϕ = ϕ̄⇔ Q(ϕ, η) ≡ −∂tϕ+ U(ϕ) + η = 0

ñëåäóåò

δ(ϕ− ϕ̄) = detM · δ[Q(ϕ, η)], M = M(x, x′) ≡ δQ(x)/δϕ(x′). (15)

detM ïîíèìàåòñÿ êàê îïðåäåëèòåëü ëèíåéíîé èíòåãðàëüíîé îïåðàöèè ñ

ÿäðîìM(x, x′). Ïðåäñòàâèì δ-ôóíêöèþ â ïðàâîé ÷àñòè (15) ôóíêöèîíàëü-

íûì èíòåãðàëîì ïî âñïîìîãàòåëüíîìó ïîëþ ϕ′

δ(Q(ϕ, η)) ∝
∫
Dϕ′ exp[ϕ′Q(ϕ, η)], (16)

íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè ñ÷èòàþòñÿ âêëþ÷åííûìè â Dϕ′. Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü â (13) ñîîòíîøåíèÿìè (14, 15, 16), ïîëó÷èì ñ òî÷íîñòüþ äî íîìèðîâêè

G(a) =

∫
DηDϕDϕ′ detM exp[−1

2
ηD−1η + aϕ+ ϕ′(−∂tϕ+ U(ϕ) + η)]
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è, âçÿâ ãàóññîâ èíòåãðàë ïî η,

G(a) =

∫ ∫
DϕDϕ′ detM exp[

1

2
ϕ′Dϕ′ + ϕ′(−∂tϕ+ U(ϕ) + aϕ)]. (17)

Ðàññìîòðèì detM = det[δQ/δϕ]. Èç (11) è ∆12 â (12) èìååì

M = M0 +M1, M0 ≡ −∂t + L = −∆−1
12 , M1 ≡ δn(ϕ)/δϕ. (18)

Îòñþäà detM = detM0 det[1−∆12M1]. Ïåðâûé ìíîæèòåëü - íå çàâèñÿùàÿ

îò ïîëåé êîíñòàíòà è ïîýòîìó íåñóùåñòâåíåí. Äëÿ âòîðîãî ïîëó÷èì

ln det[1−∆12M1] = −tr[∆12M1 + ∆12M1∆12M1/2 + . . .] = (19)

ïî-

ñêîëüêó âñå ìíîãîêðàòíûå çàìêíóòûå öèêëû ñ çàïàçäûâàþùåé ëèíèåé ∆12

(ïðîïîðöèîíàëüíîé θ(t − t′)) äàþò íóëåâûå âêëàäû. Îäíîêðàòíîìó öèê-

ëó â (19) ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèå
∫ ∫

dxdx′∆12(x, x
′)M1(x

′, x) ñ ÿäðîì

M1(x
′, x) = δ(t′−t)M̃1(x

′, x); δ(t′−t) ïîÿâëÿåòñÿ ââèäó t-ëîêàëüíîñòè ôóíê-

öèîíàëà U . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â îäíîêðàòíûé öèêë âõîäèò ôóíêöèîíàë

∆12(x, x
′) ñ ñîâïàäàþùèìè âðåìåíàìè t = t′. Ýòî íåîïðåäåëåííàÿ âåëè÷è-

íà, ïîñêîëüêó ∆12 ñîäåðæèò ðàçðûâíóþ ôóíêöèþ θ(t − t′). Ïðèíèìàåòñÿ

ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå [62, 40]

θ(t− t′)|t=t′ = 0.

Òîãäà îïðåäåëèòåëü detM â èíòåãðàëå (17) ñòàíîâèòñÿ íåñóùåñòâåííîé

êîíñòàíòîé, êîòîðóþ ìîæíî îòáðîñèòü.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à (10) ïîëíîñòüþ ýêâèâà-

ëåíòíà êâàíòîâîïîëåâîé ìîäåëè ñ óäâîåííûì ÷èñëîì ïîëåé ϕ, ϕ′ è ôóíê-

öèîíàëîì äåéñòâèÿ

S(ϕ, ϕ′) =
1

2
ϕ′Dϕ′ + ϕ′[−∂tϕ+ U(ϕ)], (20)
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íåîáõîäèìûå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x è ñóììèðîâàíèÿ ïî èíäåêñàì ïîäðàçó-

ìåâàþòñÿ.

0.5. Èíñòàíòîííûé àíàëèç

Áàçîâîé òåîðèåé, ñ êîòîðîé ñâÿçàí íåñîìíåííûé óñïåõ êâàíòîâî-ïîëå-

âûõ ìåòîäîâ â òåîðèè êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ϕ4, êîð-

ðåëÿöèîííûå ôóíêöèè êîòîðîé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàëüíûå èíòå-

ãðàëû âèäà∫
Dϕ ϕ(x1)...ϕ(xk)e−S(ϕ),

S(ϕ) ≡
∫
dx

[
1

2

∑
i

∂ϕ(x)

∂xi

∂ϕ(x)

∂xi
+
τ

2
ϕ2(x) +

g

4!
(ϕ2(x))2

]
. (21)

Äàííàÿ òåîðèÿ îïèñûâàåò ðàçíîîáðàçíûå ôàçîâûå ïåðåõîäû âòîðîãî ðîäà:

êðèòè÷åñêóþ òî÷êó â ñèñòåìå æèäêîñòü-ïàð, òî÷êó Êþðè â ìàãíåòèêàõ,

òî÷êó ðàññëàèâàíèÿ è ò.ä.

Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ïî ïîëþ ϕ(x) (21) âû÷èñëÿåòñÿ â ôîðìå äèà-

ãðàììíûõ ðàçëîæåíèé. Ïðè ýòîì ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé g â äåéñòâèè

S, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìàëîå âîçìóùåíèå, ïî êîòîðîìó ñòðîèòñÿ ðÿä. Âñå

îáðàçîâàâøèåñÿ èíòåãðàëû ôàêòè÷åñêè ñâîäÿòñÿ ê ãàóññîâûì (ò.ê. S ïðè

g = 0 � êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë ïîëÿ ϕ) è ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû, îäíà-

êî óïîìÿíóòûå âû÷èñëåíèÿ âåñüìà òðóäîåìêè; èõ ñëîæíîñòü ëàâèíîîáðàç-

íî ðàñòåò ñ ðîñòîì ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé, òàê ÷òî ê íàñòîÿùåìó ìî-

ìåíòó, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàçâèò ìîùíûé âû÷èñëèòåëüíûé ôîðìàëèçì è

èñïîëüçóþòñÿ ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðû, íàéäåíî ëèøü 5�6 ïåðâûõ ÷ëåíîâ

îáñóæäàåìûõ ðàçëîæåíèé â òåîðèè ϕ4. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî òî÷íûõ

÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ â äàííîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìîé èíôîðìà-

öèÿ î ÀÂÏ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé, ïîëó÷àåìàÿ ìåòîäîì èíñòàíòîííîãî

àíàëèçà.
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Äëÿ âûäåëåíèÿ N -òîãî ÷ëåíà ðÿäà êâàíòîâî-ïîëåâîé òåîðèè âîçìóùå-

íèé â ðàáîòå [61] áûëî ïðåäëîæåíî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Êîøè

G(u) =
∞∑
N=0

G[N ]uN , G[N ] =
1

2πi

∮
G(u)

uN+1
du, (22)

Èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

îõâàòûâàþùåìó íîëü.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â G[N ] îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé

ôàçû. Îñíîâíîé âêëàä â G[N ] ïðè N → ∞ äàåò îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ

â îêðåñòíîñòè èíñòàíòîíà � çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ, ðåàëè-

çóþùèõ ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ, ò.å. ðåøåíèé óðàâíåíèé ñòàöè-

îíàðíîñòè.

0.6. Îïèñàíèå ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà ñ
�çàìîðîæåííûì� ïîëåì ñêîðîñòè

Õîòÿ òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå òóðáóëåíòíîñòè, îñíîâàííîå íà ñòîõàñòè-

÷åñêîì óðàâíåíèè Íàâüå-Ñòîêñà (1) îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì, çíà÷è-

òåëüíûé ïðîãðåññ áûë äîñòèãíóò ïðè èçó÷åíèè óïðîùåííûõ ìîäåëåé, êî-

òîðûå äàþò âàæíóþ èíôîðìàöèþ î ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ. Âàæíóþ ðîëü â

ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ ñûãðàëè ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ïåðåìåøèâàíèå ïàñ-

ñèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ [64]. Îäíèì èç ïðèìåðîâ òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿ-

åòñÿ ìîäåëü ïåðåíîñà ïàññèâíîé ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû ñëó÷àéíûì ãàóññîâî-

ðàñïðåäåëåííûì ïîëåì ñêîðîñòè, òàê íàçûâàåìàÿ ìîäåëü Êðåé÷íàíà [65].

Àíîìàëüíûé ñêåéëèíã äëÿ ýòîé ìîäåëè âïåðâûå áûë ïîêàçàí íà îñíîâå

ìèêðîñêîïè÷åñêîé ìîäåëè [66], à ñîîòâåòñòâóþùèå àíîìàëüíûå èíäåêñû

áûëè ðàññ÷èòàíû â [67, 68, 69].

Áîëüøîé èíòåðåñ òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå ïðîñòûõ ìîäåëåé ïàñ-

ñèâíîãî ïåðåíîñà íå òîëüêî ñêàëÿðíûõ, íî è âåêòîðíûõ (íàïðèìåð, ñëàáûõ

ìàãíèòíûõ ïîëåé), ïîñêîëüêó òàêèå ìîäåëè îïèñûâàþò ìíîæåñòâî îñîáåí-
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íîñòåé àíîìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî ïåðåíîñà íåêîòî-

ðûõ âåëè÷èí, íàáëþäàåìûõ â ýêñïåðèìåíòå.

Ïðè ðàññìîòðåíèè òóðáóëåíòíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ïàññèâíîé ñêàëÿðíîé

ïðèìåñè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðà ïîëåé ϕ è θ, ãäå ϕ � îáû÷íîå ïîïåðå÷íîå

âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ (1), à θ � äîáàâî÷íîå

ñêàëÿðíîå ïîëå ïàññèâíîé ïðèìåñè, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ

∇tθ = ν ′∂2θ, ν ′ = uν,

ãäå ∇t � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ èç (1). Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñîáñòâåí-

íûé øóì â óðàâíåíèå äëÿ θ íå ââîäèòñÿ. Ïðèìåñü íàçûâàþò �ïàññèâíîé�,

ïîñêîëüêó ââåäåíèå äîáàâî÷íîãî ïîëÿ θ íèêàê íå âëèÿåò íà ñòîõàñòè÷åñêóþ

çàäà÷ó (1) äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè ϕ.

Ïîëå θ ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Íàïðèìåð, ýòî ìî-

æåò áûòü êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñíûõ ÷àñòèö â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå, èëè

ïîëå òåìïåðàòóðû â çàäà÷àõ òåïëîïåðåíîñà è ò.ï.. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïàðà-

ìåòð ν ′ � ìîëåêóëÿðíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, âî âòîðîì � êîýôôèöè-

åíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè.

Â ðàáîòàõ [64, 70, 65, 66] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôèçèêà óðàâíåíèÿ ïåðåíî-

ñà ñêàëÿðíîé ïðèìåñè òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíîé, åñëè ïîëå ñêîðîñòè èç

óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà (1) çàìåíèòü ñòîõàñòè÷åñêèì ïîëåì ñî ñòåïåííûì

êîððåëÿòîðîì ïî ïðîñòðàíñòâåííîé (èìïóëüñíîé) ïåðåìåííîé è δ-îáðàçíîé

ïî âðåìåííîé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêèì îáðàçîì ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à øè-

ðîêî èçó÷àåòñÿ (íàïðèìåð, [71, 72]).

Èòàê, ðàñïðîñòðàíåíèå ïàññèâíîé ñêàëÿðíîé ïðèìåñè â d - ìåðíîé âÿç-

êîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðîèñõîäèò ïîñðåäñòâîì äèôôóçèè è òóðáóëåíò-

íîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ñëó÷àéíûì ïîëåì ñêîðîñòè. Îïèñàíèå çàäà÷è â ðàì-

êàõ ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà (ñì. [64, 65]) îñíîâûâàåòñÿ íà ñòîõàñòè÷å-
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ñêîì óðàâíåíèè

∂tϕ(x, t) + g∇(V(x, t)ϕ(x, t))− ν∆ϕ(x, t) = ξ(x, t), (23)

çäåñü ϕ(x, t) � ñêàëÿðíîå ïîëå, îïèñûâàþùåå ïðèìåñü (íàïðèìåð, ïîëå

ïëîòíîñòè ïðèìåñè), V(x, t) � ñëó÷àéíîå âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè, ξ(x, t) �

èñêóññòâåííî ââîäèìàÿ ãàóññîâî-ðàñïðåäåëåííàÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è ïðî-

èçâîëüíûì êîððåëÿòîðîì Dξ ñëó÷àéíàÿ ñèëà (øóì, íàïðèìåð, åñëè ϕ �

ñîîòâåòñòâóåò ôëóêòóàöèÿì òåìïåðàòóðû, òî ξ ïðåäñòàâëÿåò ìîùíîñòü íà-

ãðåâàòåëåé), ν � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, g � êîíñòàíòà ñâÿçè. Ñòàíäàðò-

íàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðèâîäèò ê ðÿäàì ïî êîíñòàíòå âçàèìîäåéñòâèÿ g,

ñâîéñòâàìè êîòîðûõ ìû è èíòåðåñóåìñÿ.

Â îáû÷íîé ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà êîððåëÿòîð ñêîðîñòè âûáèðàåò-

ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [65]

〈Vi(x, t)Vj(x
′, t′)〉 = 2δ(t− t′)Dij(x− x′).

Áûëè ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ î âëèÿíèè ñëó÷àéíîãî �çàìîðîæåííî-

ãî� ïîëÿ ïðèìåñè íà êëàññè÷åñêèå ïðîöåññû ïåðåíîñà. Ýòè èññëåäîâà-

íèÿ ïðîâîäèëèñü ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé â ñòàöèîíàð-

íîì ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòè. Ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îáû÷íîé

äèôôóçèè íà ñëó÷àé ñèñòåìû ñî ñëó÷àéíîé �çàìîðîæåííîé� ïðèìåñüþ

è ìîæåò îïèñûâàòü øèðîêèé êðóã ÿâëåíèé, òàêèõ êàê êëàññè÷åñêàÿ ýëåê-

òðîïðîâîäíîñòü â ïðèñóòñòâèè ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíûì îáðàçîì çàðÿ-

æåííîé ïðèìåñè [73], äèôôóçèÿ â æèäêîñòè ñî ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àéíûì

ïîëåì ñêîðîñòè [74, 75], êðèòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â ñèñòåìå ñ �çàìîðîæåííû-

ìè� ôëóêòóàöèÿìè [76].

Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà äèôôóçèè â ñðåäå ñ êîððåëÿöèÿìè ñëó÷àé-

íîãî ïîëÿ íà êîðîòêèõ ðàññòîÿíèÿõ áûëè èçó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ÐÃ

êàê â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè [77, 78], òàê è â ñëó÷àå àíèçî-



26

òðîïíîãî áåñïîðÿäêà (ò.å. ñ íåçàâèñèìûìè áåçâèõðåâîé è áåçäèâåðãåíòíîé

÷àñòÿìè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè) [74, 75, 76, 79]. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçëè-

÷àòü îïèñàííûå ìîäåëè ñ èõ �äàëüíîäåéñòâóþùèìè� àíàëîãàìè, îïèñàí-

íûìè íèæå, ìû íàçîâ¼ì èõ áëèçêîäåéñòâóþùèìè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â

äåéñòâèòåëüíîñòè îãðàíè÷åíèÿ, íàëîæåííûå íà ïîëå ñêîðîñòè, ïðèâîäÿò ê

äàëüíîäåéñòâóþùèì ïðîñòðàíñòâåííûì êîððåëÿöèÿì. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

âûøå âåðõíåé êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè d > dc = 2 â ïðåäåëå áîëüøèõ

âðåìåí èìååò ìåñòî íîðìàëüíàÿ äèôôóçèÿ, à ïðè d ≤ 2 ïîÿâëÿþòñÿ ñëåäó-

þùèå ïðèçíàêè ïîÿâëåíèÿ àíîìàëüíîé äèôôóçèè: ÷èñòî áåçäèâåðãåíòíàÿ

ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ ñêîðîñòè ïðèâîäèò ê ñóïåðäèôôóçíîìó ïîâåäåíèþ; â

ñëó÷àå, êîãäà îáå êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè íåíóëåâûå, äèôôóçèÿ îñòàåò-

ñÿ íîðìàëüíîé ïðè d = 2, à ïðè d < 2 ïîÿâëÿåòñÿ ñóáäèôôóçíàÿ àíîìàëèÿ,

êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû êîìïîíåíò; èñ÷åçíîâåíèå

ÐÃ β-ôóíêöèè [79, 80, 81, 82] â ñëó÷àå ÷èñòî áåçâèõðåâîãî ïîòîêà ïðèâîäèò

ê íåóíèâåðñàëüíîìó ñóáäèôôóçíîìó ïîâåäåíèþ ïðè d = 2, à ïðè d < 2 ê

ðåæèìó ñèëüíîãî áåñïîðÿäêà, êîòîðûé íå ìîæåò áûòü èññëåäîâàí ñ ïîìî-

ùüþ òåîðèè âîçìóùåíèé ðåíîðìãðóïïîâîãî ïîäõîäà.

Îáîáùåíèå ýòîé ìîäåëè íà ñëó÷àé ñî ñòåïåííûì êîððåëÿòîðîì ñêîðî-

ñòè (ìîäåëü ñ äàëüíîäåéñòâèåì) â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ïîòîêà áûëî ïðîèç-

âåäåíî â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè, êàê ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé èñòèííûõ

ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé ñ äàëüíîäåéñòâèåì [83] è â îá-

ùåì âèäå ñ òî÷íûìè ðåçóëüòàòàìè â âèäå íåêîòîðîé òåîðèè âîçìóùåíèé

[80, 81, 84]. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ðàñêðûëè ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äèôôóçíîãî

ïîâåäåíèÿ â ìîäåëè ñ äàëüíîäåéñòâèåì. Äèôôóçèÿ îñòàåòñÿ íîðìàëüíîé

ïðè d > dc = 2 + 2α, ãäå α - ñòåïåíü, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñïàä êîððåëÿ-

öèé â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè � 1/q2α. Ïðè d ≤ dc ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ

ðàçëè÷íûå ïðèçíàêè àíîìàëüíîé äèôôóçèè. Âî-ïåðâûõ, â ñëó÷àå ÷èñòî

ïîïåðå÷íîãî ïîëÿ ñêîðîñòè àíîìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü âðåìåíè ñâÿçàíà ñ β-
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ôóíêöèåé òàêèì îáðàçîì, ÷òî óðàâíåíèå íà ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó îïðåäå-

ëÿåò ýòó àíîìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü òî÷íî âî âñåõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìó-

ùåíèé [84]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû âåðíû è äëÿ ñëó÷àÿ ñ

êîðîòêîäåéñòâèåì. Ýòà àíîìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóåò ñóïåðäèô-

ôóçíîìó ïîâåäåíèþ. Âî-âòîðûõ, â îáùåì ñëó÷àå (ò.å. â ïðèñóòñòâèè êàê

ïðîäîëüíîé, òàê è ïîïåðå÷íîé ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ ñêîðîñòè) àñèìïòîòè÷å-

ñêîå ïîâåäåíèå ýòîé ìîäåëè êîíòðîëèðóåòñÿ ôèêñèðîâàííîé ëèíèåé, à íå

ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ ÐÃ. Òàêèì îáðàçîì, àíîìàëüíîñòü äèô-

ôóçèè íåóíèâåðñàëüíà è çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû ïîïåðå÷íîé è

ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ ñêîðîñòè: ïðîäîëüíàÿ ñòðåìèòñÿ óñèëèòü

äèôôóçèþ, à ïîïåðå÷íàÿ îñëàáèòü. Â-òðåòüèõ, â ÷èñòî áåçâèõðåâîì ïîòîêå

ñèòóàöèÿ ñîâïàäàåò ñî ñëó÷àåì êîðîòêîäåéñòâèÿ: β-ôóíêöèÿ èñ÷åçàåò, ýòî

ïðèâîäèò ê íåóíèâåðñàëüíîìó ñóáäèôôóçíîìó ïîâåäåíèþ ïðè d = 2 + 2α

è íåïåðòóðáàòèâíîìó ðåæèìó ïðè d < 2 + 2α.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé àíèçîòðîïíîãî ñëó÷àéíîãî

ïîëÿ ñêîðîñòè ñ äàëüíîäåéñòâèåì ñ êîððåëÿöèÿìè, ñïàäàþùèìè ïî ñòåïåí-

íîìó çàêîíó â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå 1/q2α. Ôîðìàëüíî ñëó÷àé α = 0

ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè ñ êîðîòêîäåéñòâèåì.

Â ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà ñ �çàìîðîæåííûì� ïîëåì ñêîðîñòè ñêî-

ðîñòü âûáèðàåòñÿ ãàóññîâî-ðàñïðåäåëåííîé ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîððåëÿ-

òîðîì, íå çàâèñÿùèì îò âðåìåíè è èìåþùèì âèä:

〈Vi(x, t)Vj(x
′, t′)〉 = Dij(x− x′).

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïðè çàïèñè ïîëÿ ñêîðîñòè ìû áóäåì îïóñêàòü

âðåìÿ: V(x, t)→ V(x).

Äàííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò äèôôóçèþ â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ [85, 39, 84],

è èìååò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê ïðîáëåìå ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè

(íàïðèìåð, [86]). Òàêæå, ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò ïðîáëåìó ñëó÷àéíûõ áëóæ-
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äàíèé â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ [87, 88, 89, 90, 91, 92].

Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè êîððåëÿòîð èìååò ñòåïåííîé âèä ([39, 84])

Dij(q) = λT

(
δij −

qiqj
q2

) 1

q2α
+ λL

qiqj
q2

1

q2α
, (24)

à â êîîðäèíàòíîì, ñîîòâåòñòâåííî,

Dij(z) ≡ a1
δij
z2β

+ a2
zizj
z2β+2

, β = d/2− α = 1− ε/2, (25)

ãäå (ñì. Ïðèëîæåíèå 1)

a1 =
Γ(β)

22α+1πd/2Γ(α + 1)
(λT (2α− 1) + λL), (26)

a2 = (λT − λL)
Γ(β + 1)

22απd/2Γ(α + 1)
,

λT è λL � ïîïåðå÷íàÿ è ïðîäîëüíàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè èìïóëüñíîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ. Ïàðàìåòð λL îïðåäåëÿåò ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè.

0.7. Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå àñèìïòîòèê âûñîêèõ ïî-

ðÿäêîâ ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà ñ �çàìîðîæåííûì� ïîëåì ñêîðîñòè.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè íà îñíîâå ïðîñòîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè

ïðîâåäåí àíàëèç, ïîçâîëÿþùèé âûáðàòü ïåðåìåííûå íàèáîëåå óäîáíûå äëÿ

ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì èíñòàíòîííîãî àíàëèçà â çàäà÷àõ äèíàìèêè. Áûëà èññëå-

äîâàíà àñèìïòîòèêà âûñîêèõ ïîðÿäêîâ �íóëüìåðíîé� ñòîõàñòè÷åñêîé äè-

íàìè÷åñêîé ìîäåëè. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ãëàâû ïîñâÿùåíà âû÷èñëåíèÿì àñèìï-

òîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ôóíêöèè îòêëèêà äàííîé ìîäåëè â ïåðåìåííûõ

MSR-ôîðìàëèçìà. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ãëàâû äëÿ ñðàâíåíèÿ íà îñíîâå

ñòàòüè [93] ïîäîáíûé àíàëèç ïðîâåäåí â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà. Äàííûå

ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè âîçìîæíîñòè ââåäåíèÿ â äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ

ðàñ÷åòû öåëåñîîáðàçíî âûïîëíÿòü â ëàãðàíæåâîì ôîðìàëèçìå.
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Â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå àñèìïòîòèê âûñîêèõ

ïîðÿäêîâ ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà c �çàìîðîæåííûì� ïîëåì ñêîðîñòè

â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà.

Âû÷èñëåíèå àñèìïòîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ êâàíòîâî-ïîëåâûõ ðÿäîâ

âïåðâûå ïðåäëîæåíî â [61] è îñíîâûâàåòñÿ íà ìåòîäå ñòàöèîíàðíîé ôàçû

â ôóíêöèîíàëüíîì èíòåãðàëå. Ïðè ýòîì äîëæåí áûòü íàéäåí èíñòàíòîí

� ðåøåíèå óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîñòè. Îäíàêî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî

ðàñïðîñòðàíåíî óòâåðæäåíèå, ÷òî äëÿ ãðóáîé îöåíêè àñèìïòîòèêè âûñîêèõ

ïîðÿäêîâ äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü êîëè÷åñòâî äèàãðàìì â äàííîì ïîðÿäêå

òåîðèè âîçìóùåíèé (ñì.íàïðèìåð, [85]).

Â äèíàìè÷åñêèõ ïîëåâûõ ìîäåëÿõ, îïèñûâàþùèõ òóðáóëåíòíûå ÿâëå-

íèÿ, âûÿñíåíèå òèïà ñõîäèìîñòè ðÿäà ñîïðÿæåíî ñî çíà÷èòåëüíûìè ñëîæ-

íîñòÿìè. Ýòè çàäà÷è íå èìåþò ñòàòè÷åñêîãî ïðåäåëà, äëÿ êîòîðûõ ïðîáëå-

ìà áûëà ðåøåíà [94],[95]. Êàê ïîêàçàíî â [96],[72] â ñëó÷àå, êîãäà óäàåòñÿ

ââåñòè ïåðåìåííûå Ëàãðàíæà, ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ. Ê òàêèì

ñëó÷àÿì îòíîñèòñÿ ìîäåëü òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè Êðåé÷íàíà. Àñèìïòî-

òèêà âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ðàçëîæåíèé çäåñü áûëà âû÷èñëåíà [72], è îêàçàëîñü,

÷òî ðÿäû èìåþò êîíå÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè. Ñïåöèôèêîé òåîðèè âîç-

ìóùåíèé ýòîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èç-çà äåëüòàîáðàçíîãî ïî âðåìåíè

êîððåëÿòîðà ñêîðîñòè ìíîãèå äèàãðàììû òåîðèè âîçìóùåíèé âûìèðàþò,

òàê ÷òî êîëè÷åñòâî äèàãðàìì ðàñòåò ñòåïåííûì îáðàçîì è äåéñòâèòåëüíî

îïðåäåëÿåò â êàêîì-òî ñìûñëå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Âî âòîðîé ãëàâå ìû èññëåäóåì àñèìïòîòèêó âûñîêèõ ïîðÿäêîâ äëÿ ìî-

äåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà ñ �çàìîðîæåííûì� ïîëåì ñêîðîñòè, îïèñûâà-

þùåé äèôôóçèþ æèäêîñòè â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àéíîì ïîëå [39, 84, 85].

Êîððåëÿòîð ïîëÿ ñêîðîñòè çäåñü, â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîé ìîäåëè Êðåé÷-

íàíà, íå çàâèñèò îò âðåìåíè (à ïî êîîðäèíàòå âåäåò ñåáÿ ñòåïåííûì îáðà-

çîì), òàê ÷òî ÷èñëî äèàãðàìì òåîðèè âîçìóùåíèé ðàñòåò ôàêòîðèàëüíî.
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Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè â äàííîé ìîäåëè � íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìû ïîêàæåì, êàê ñòðîèòü ñåìåéñòâî åå ðå-

øåíèé � ñåìåéñòâî èíñòàíòîíîâ, è ïðåäúÿâèì â àíàëèòè÷åñêîì âèäå îäèí

èç íèõ. Ïðîâåäåííûé ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðåøåíèÿ àíàëèç óêàçûâàåò, ÷òî òèï

ñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîîáðàçíûìè ôàê-

òîðàìè: èññëåäóåìûì îáúåêòîì, âûáðàííûì ïðåäñòàâëåíèåì (êîîðäèíàò-

íûì èëè èìïóëüñíûì), âèäîì êîððåëÿòîðà ñêîðîñòè, à âîâñå íå îäíèì ÷èñ-

ëîì äèàãðàìì. Ìû îáíàðóæèëè ñëó÷àè, êîãäà èññëåäóåìûå ðÿäû èìåþò

êîíå÷íûé è äàæå áåñêîíå÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.

Âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ èññëåäóåìûõ óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîñòè àïðèîðè

íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî åäèíñòâåííîñòü, íî è ñàì ôàêò ñóùåñòâî-

âàíèÿ ðåøåíèÿ. Íàì óäàëîñü íàéòè ñåìåéñòâî ðåøåíèé äàííûõ óðàâíåíèé

ñ íàèáîëåå åñòåñòâåííîé äëÿ äàííîé çàäà÷è ñèììåòðèåé, ïðè÷åì êàæäîìó

ïðåäñòàâèòåëþ ñåìåéñòâà ñîîòâåòñòâóþò ñâîè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íà ñà-

ìîì äåëå, ìû íå ìîæåì íè÷åãî óòâåðæäàòü î âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ

èíñòàíòîíîâ ñ èíîé ñèììåòðèåé è îá èõ âêëàäàõ â àñèìïòîòèêè âûñîêèõ

ïîðÿäêîâ. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ è ê èíñòàíòîííîìó àíà-

ëèçó àñèìïòîòèê âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ðàçëîæåíèé è äëÿ âñåõ ïðî÷èõ ìîäåëåé,

âêëþ÷àÿ �êëàññè÷åñêóþ� ìîäåëü ϕ4.

Ñëó÷àé, êîãäà êîððåëÿòîð ïîëÿ ñêîðîñòè íå çàâèñèò íå òîëüêî îò âðå-

ìåíè, íî è îò êîîðäèíàòû, îêàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì, òî÷íî ðåøàåìûì ñëó÷àåì

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü åãî, ÷òîáû ïðîêîíòðîëè-

ðîâàòü ïðàâèëüíîñòü ðàñ÷åòîâ.

Â òðåòüåé ãëàâå ìû ïðîäîëæàåì èññëåäîâàíèå àñèìïòîòèê âûñîêèõ ïî-

ðÿäêîâ ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà è ïåðåõîäèì ê âû÷èñëåíèþ àñèìïòîòèê

êîíñòàíò ðåíîðìèðîâêè ýòîé ìîäåëè. Íà îñíîâå íàéäåííîãî âî âòîðîé ãëàâå

èíñòàíòîíà, ìû èññëåäóåì ñâîéñòâà ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ êîíñòàíò

ðåíîðìèðîâêè äàííîé ìîäåëè è ïîêàçûâàåì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ôàêòîðèàëü-
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íûé ðîñò ÷èñëà äèàãðàìì, ñ ðîñòîì ïîðÿäêà ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé, èõ

àñèìïòîòèêà âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ðàñòåò ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå, à ðÿäû îêà-

çûâàþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ. Ìû òàêæå ïðèâîäèì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè óïîìÿíó-

òûõ ðÿäîâ.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ãëàâå äèññåðòàöèè ìû èññëåäóåì àñèìïòîòèêó ñèëü-

íîé ñâÿçè ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà ñ �çàìîðîæåííûì� ïîëåì ñêîðîñòè.

Èíòåðåñíûì ñëó÷àåì äàííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà êîððåëÿòîð

ïîëÿ ñêîðîñòè âûáðàí ïðîäîëüíûì (ò.å. ïîëå ñêîðîñòè ïîòåíöèàëüíî). Êàê

èçâåñòíî èç [97], ïðè ýòîì β - ôóíêöèÿ óðàâíåíèÿ ÐÃ, îêàçûâàåòñÿ, èìå-

åò òðèâèàëüíûé âèä, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé èíôðàêðàñíî (ÈÊ) óñòîé÷èâàÿ

ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ìåòîäà ÐÃ îòñóòñòâóåò. Â ÈÊ àñèìïòîòèêå èíâàðè-

àíòíûé çàðÿä ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ ïðåäå-

ëà ñèëüíîé ñâÿçè. Íà îñíîâå íàéäåííîãî èíñòàíòîíà íàì óäàëîñü ïðîâåñòè

ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëèç.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [98, 99, 100,

101].



32

ÃËÀÂÀ 1
ÂÛÁÎÐ ÏÎËÅÂÛÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

Êàê ïîêàçàíî â ï. 0.3., â íàñòîÿùåå âðåìÿ â çàäà÷àõ ñòàòèñòè÷åñêîé

ôèçèêè, ðåøåíèå êîòîðûõ òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ êâàíòîâî-ïîëåâûõ ìåòîäîâ,

ðåçóëüòàòû îáû÷íî ïðåäñòàâëåíû â âèäå íåêîòîðîé òåîðèè âîçìóùåíèé (íà-

ïðèìåð, âû÷èñëåíèå êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ â òåîðèè êðèòè÷åñêîãî ïîâåäå-

íèÿ â ôîðìå ðÿäîâ ïî ε). Îáíàðóæåíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàäåæíûõ ÷èñ-

ëåííûõ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëÿåìûõ íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ ðÿäîâ íåäîñòàòî÷íî

è äëÿ îáðàáîòêè ðàçëîæåíèé íåîáõîäèìî çíàíèå ïîâåäåíèÿ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ

ðÿäà. Â êàíîíè÷åñêîé ñòàòè÷åñêîé òåîðèè ϕ4 çàäà÷à áûëà ðåøåíà â [61] íà

îñíîâå èíñòàíòîííîãî àíàëèçà, ÷òî äàëî èíôîðìàöèþ îá àñèìïòîòèêå ñòàð-

øèõ ïîðÿäêîâ ðàçëîæåíèé ñòàòè÷åñêèõ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ ýòîé òåîðèè.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ äèíàìè÷åñêîãî èíäåêñà äàæå â

êàíîíè÷åñêîé òåîðèè ϕ4 â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíû.

Äðóãîé îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ ïîëåâûõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèå

çàäà÷è, îñíîâàííûå íà ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ [62]. Êðîìå äèíàìèêè

êðèòè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé ê íèì îòíîñÿòñÿ ðàçíîîáðàçíûå ñõåìû ñëó÷àéíûõ

áëóæäàíèé è òåîðèè ïîëèìåðíûõ öåïåé, ìîäåëè ïåðåìåøèâàíèÿ ïàññèâíîé

ïðèìåñè, òåîðèÿ ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè.

Âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ, â êîòîðûõ ïðî-

âîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ìîäåëåé. Â 1973 ãîäó â ñòàòüå [35] áûë ïðåäëîæåí

ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è â êâàíòîâî-ïîëåâîé ôîðìóëè-

ðîâêå êðàòêî îïèñàííûé â ï.0.4..

Â ñòàòüÿõ [102, 96, 71] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìîäåëè Êðåé÷íàíà â

MSR-ïåðåìåííûõ èíñòàíòîí íå ñóùåñòâóåò è ïðåäëîæåíî ðàññìàòðèâàòü

ìîäåëü â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ.

Â ðàáîòàõ [94, 95] áûë ðàçðàáîòàí èíñòàíòîííûé àíàëèç â MSR-
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ïåðåìåííûõ äëÿ ìîäåëåé A è B-H [62] ñîîòâåòñòâåííî. Ñïåöèôèêîé ýòèõ

äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ãèáñîíîâñêîãî ñòàòè÷åñêî-

ãî ïðåäåëà, ÷òî ïîçâîëèëî ðåøèòü çàäà÷ó, ïî êðàéíåé ìåðå, ôîðìàëüíî,

ïîñêîëüêó èíñòàíòîí, ïîëó÷åííûé â ñòàòè÷åñêîé çàäà÷å, ñîâïàäàåò ñ äèíà-

ìè÷åñêèì. Ïîñëåäíåå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ðàñ÷¼òû.

Â [98] ìû ïðèâåëè ïðèìåð ïðîñòîé ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ìî-

äåëè áåç ñòàòè÷åñêîãî ïðåäåëà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â íåé òàêæå íå ñóùå-

ñòâóåò èíñòàíòîí â MSR-ïåðåìåííûõ. Âñëåäñòâèå îòñóòñòâèÿ ñòàòè÷åñêîãî

ïðåäåëà ìîäåëè, ìû áûëè âûíóæäåíû èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêè âûñîêèõ

ïîðÿäêîâ â èçìåíåííîì êëàññå ôóíêöèé (ïîäðîáíî â ï. 1.1.). Â ëàãðàíæå-

âûõ ïåðåìåííûõ ýòà çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [93, 103].

Äëÿ âûÿâëåíèÿ ïåðåìåííûõ, íàèáîëåå ïîäõîäÿùèõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ

àñèìïòîòèê âûñîêèõ ïîðÿäêîâ êâàíòîâî-ïîëåâûõ ðàçëîæåíèé, â ýòîé ãëàâå

áóäåò ðàññìîòðåíà �íóëüìåðíàÿ� ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü.

Àñèìïòîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ýòîé ìîäåëè áóäóò èññëåäîâàíû â äâóõ

ðàçëè÷íûõ ôîðìàëèçìàõ � MSR-ïåðåìåííûå è ïåðåìåííûå Ëàãðàíæà.

Èòàê, èññëåäóåì àñèìïòîòèêó âûñîêèõ ïîðÿäêîâ �íóëüìåðíîé� ñòîõà-

ñòè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè. Îïèñàíèå ìîäåëè ïðèâîäèòñÿ â ðàçäåëå

1.1., íà åå ïðèìåðå â 1.1.1. äàåòñÿ òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè îòêëèêà

è äîêàçûâàåòñÿ ôàêò îòñóòñòâèÿ èíòåãðèðóåìîãî èíñòàíòîííîãî ðåøåíèÿ

â ñòàíäàðòíûõ MSR ïåðåìåííûõ. Äàëåå ïðèâåäåí èíñòàíòîííûé àíàëèç â

êëàññå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åíû ãëàâíûå âêëàäû â àñèìï-

òîòèêó âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè

ðàçäåëà ðàññìîòðåí ôëóêòóàöèîííûé èíòåãðàë äàííîé ìîäåëè è îáñóæäåíà

ïðèìåíèìîñòü ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ

äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Â ðàçäåëå 1.2. �íóëüìåðíàÿ� ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü èñ-

ñëåäóåòñÿ â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà.
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1.1. Èíñòàíòîííûé àíàëèç â ïðîñòîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè:
ëîìàíûå ýêñòðåìàëè

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ äèíàìè-

÷åñêóþ ìîäåëü, èñïîëüçóÿ MSR-ïåðåìåííûå. Â ïîäîáíûõ ìîäåëÿõ îáû÷íî

îòñóòñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîñòè ìåòîäà ñòàöèîíàðíîé ôà-

çû, ïî êðàéíåé ìåðå, â åñòåñòâåííîì ôóíêöèîíàëüíîì êëàññå (ñì. [104], ãäå

áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [105]).

Îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîñòè çàñòàâëÿåò íàñ èñêàòü

äðóãèå ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå (íàïðèìåð, ëàãðàíæåâû, èñïîëüçî-

âàííûå, íàïðèìåð, äëÿ ìîäåëè Êðåé÷íàíà â [96, 103, 72]), èëè íîâûé ôóíê-

öèîíàëüíûé êëàññ - êàê áûëî ñäåëàíî äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ðàâíîâåñíûõ

ôëóêòóàöèé [104, 94, 95]. Äëÿ ïîñëåäíåãî ñåìåéñòâà äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé

àñèìïòîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ýêñòðåìàëÿìè � ãëàäêèìè

ôóíêöèÿìè, íå óáûâàþùèìè ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ, íî ñòðåìÿùèìèñÿ ê

êîíå÷íîìó ïðåäåëó � ñòàòè÷åñêîìó èíñòàíòîíó. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â [94]

òðåáîâàíèå ñòðåìëåíèÿ ê ñòàòèêå ïðè t→ +∞ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì. Òàêèì

îáðàçîì, ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé è îãðàíè÷èâà-

åòñÿ êëàññîì íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ïðåäåëüíûì íåíóëåâûì

ñòàòè÷åñêèì ïðåäåëîì.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê îïðåäåëèòü àñèìïòîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ðàç-

ëîæåíèé â ìîäåëÿõ, íå èìåþùèõ ñòàòè÷åñêîãî ïðåäåëà, è â êîòîðûõ ââå-

äåíèå ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ çàòðóäíåíî ñóùåñòâåííîé íåëèíåéíîñòüþ

èñõîäíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ìû ðàñ-

ñìîòðèì â èñõîäíûõ MSR ïåðåìåííûõ [35] ïðîñòåéøóþ (�íóëüìåðíóþ�)

ñòîõàñòè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü [93], çàäàííóþ óðàâíåíèåì

∂tϕ(t) + gV (t)ϕ(t) + νϕ(t) = ξ(t), (1.1)

ãäå ϕ(t) � îñíîâíîå ïîëå, ξ(t) � ñëó÷àéíàÿ ñèëà, V (t) � ñëó÷àéíîå ïîëå
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� àíàëîã ïîëÿ ñêîðîñòè, g � êîíñòàíòà ñâÿçè, ν � àíàëîã âÿçêîñòè. Â

îòëè÷èå îò áîëåå ðåàëèñòè÷íûõ ìîäåëåé, ïîëÿ ϕ(t), ξ(t), V (t) â ìîäåëè

(1.1) íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò. Äëÿ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ξ è V ïîäðàçóìåâàþòñÿ

ãàóññîâû ðàñïðåäåëåíèÿ c δ-îáðàçíûìè ïî âðåìåíè êîððåëÿòîðàìè Dξ, DV

ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå (1.1) äîïîëíåíî çàäàííûì íóëåâûì íà÷àëüíûì

óñëîâèåì, ϕ|−∞ = 0. Ìû ïîêàæåì, ÷òî â ìîäåëè (1.1) èíñòàíòîííûé àíàëèç

ïðèâîäèò ê ëîìàíûì ýêñòðåìàëÿì. Òî÷êè èçëîìîâ çàâèñÿò îò èññëåäóåìûõ

ôóíêöèé Ãðèíà ìîäåëè.

Èçâåñòíî, ÷òî èíñòàíòîííûé àíàëèç äîñòàòî÷íî ñëîæåí ñ òåõíè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ. Îí òðåáóåò ïîèñêà ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ îòñóòñòâóåò äàæå òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è

åäèíñòâåííîñòè ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà ñòàöôàçû �

ò.å. ðåçóëüòàòû èíñòàíòîííîãî àíàëèçà � âñåãäà ïðîáëåìàòè÷íû: âîçìîæ-

íî ñóùåñòâîâàíèå äðóãèõ ýêñòðåìàëåé èëè íåàíàëèòè÷íîñòåé èññëåäóåìûõ

ôóíêöèé, äàþùèõ áîëåå ñóùåñòâåííûé âêëàä â àñèìïòîòèêè âûñîêèõ ïî-

ðÿäêîâ ðàçëîæåíèé. Ïîýòîìó îáû÷íî èíñòàíòîííûé àíàëèç ñëîæíûõ ïî-

ëåâûõ ìîäåëåé äîïîëíÿåòñÿ äåìîíñòðàöèåé ìåòîäà íà ïðèìåðå îáû÷íûõ

÷èñëîâûõ èíòåãðàëîâ (ñì. [61, 63]). Â ðàáîòå [93] äëÿ àïðîáàöèè ðàçëè÷íûõ

ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòèê âûñîêèõ ïîðÿäêîâ â äèíàìèêå è áûëà

ïðåäëîæåíà ìîäåëü (1.1). Äàííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ òî÷íî-ðåøàåìîé, ÷òî

ïîçâîëÿåò ïðîâåðÿòü ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû èíñòàíòîííîãî àíàëèçà.

Â êà÷åñòâå èññëåäóåìîãî îáúåêòà äëÿ ìîäåëè (1.1) âûáðàíà ôóíêöèÿ

îòêëèêà G(t1 − t2). Áûëî íàéäåíî èíñòàíòîííîå ðåøåíèå â èñõîäíûõ MSR

ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëåíî ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ìåòîäà è êëàññ

ôóíêöèé (êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ñ ðàçðûâàìè ïðîèçâîäíîé â òî÷-

êàõ t1, t2). Äëÿ êîíòðîëÿ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà èñïîëüçîâàëîñü òî÷íîå

âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî êîíñòàíòå ñâÿçè g ôóíêöèè

îòêëèêà [93].
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1.1.1. Òî÷íîå ðåøåíèå, MSR ïåðåìåííûå. Òî÷íûì ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (1.1), ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

ϕ(t1) =

∫ t1

−∞
dτξ(τ) exp[g

∫ τ

t1

dt′V (t′) + ν(τ − t1)]. (1.2)

Ôóíêöèÿ îòêëèêà â ïðîèçâîëüíîì âíåøíåì ïîëå V çàäàíà âûðàæåíèåì

GV (t1, t2) = Θ(T ) exp[−g
∫ t

t1

dt′V (t′)− νT ], T ≡ t1 − t2. (1.3)

Íåñëîæíî, ïðîèíòåãðèðîâàâ (1.3) ïî ïîëþ V , âû÷èñëèòü ôóíêöèþ îòêëèêà

ìîäåëè (1.1) [93]

G(t1 − t2) = Θ(T ) exp(−νT +DV g
2T/2).

N -é ïîðÿäîê åå ðàçëîæåíèÿ ïî g ïðè áîëüøèõN îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

G(t1 − t2)[N ] =
θ(T )√
π

(DV T )N/2N−
N+1
2 eN/2e−νT . (1.4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ñòàíäàðòíûé MSR ôîðìàëèçì [35] ïðèâîäèò ê âû-

ðàæåíèþ äëÿ ïðîèçâîäÿùåãî ôóíêöèîíàëà ôóíêöèè Ãðèíà 〈ϕϕ′〉 ìîäåëè

(1.1) â âèäå êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà ïî ïîëÿì (V, ϕ, ϕ′)

G(t1, t2) = 〈ϕ(t1)ϕ
′(t2)〉V = ℵ−1

∫
DV

∫
DϕDϕ′ ϕ(t1)ϕ

′(t2)e
S (1.5)

ñ äåéñòâèåì

S = −1

2
V D−1

V V + ϕ′(∂tϕ+ gV ϕ+ νϕ) +
1

2
ϕ′Dξϕ

′. (1.6)

Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ℵ =

∫
DVDϕDϕ′eS0,

ãäå S0 � äåéñòâèå ñâîáîäíîé òåîðèè, ò.å. S0 = S(g = 0) (ñì (1.6)).
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Êàê áûëî îïèñàíî â ðàçäåëå 0.5., äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè âûñî-

êèõ ïîðÿäêîâ (áîëüøèõ N) ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè îòêëèêà 〈ϕϕ′〉 ìîæíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Êîøè (22) è àñèìïòîòèêè ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ

èññëåäîâàòü ìåòîäîì ïåðåâàëà (ñòàöèîíàðíîé ôàçû). Èñïîëüçóÿ ýòîò ìå-

òîä, ïîëó÷àåì äëÿ N -ãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè îòêëèêà ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå

G[N ](t1, t2) =
1

2πiℵ

∮
dg

g

∫
DV

∫
DϕDϕ′ ϕ(t1)ϕ

′(t2)e
S−N ln g. (1.7)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîñòè (ðàâåíñòâî íóëþ ïåðâîé âàðèàöèè äåé-

ñòâèÿ ïî ïîëÿì ϕ′, ϕ, V è êîíñòàíòå ñâÿçè g) èìååò ñëåäóþùèé âèä

δ(S−N ln g)
δϕ(t) = 0 ⇒ ∂tϕ

′(t)− g(V ϕ′)(t)− νϕ′(t) = 0

δ(S−N ln g)
δϕ′(t) = 0 ⇒ ∂tϕ(t) + g(V ϕ)(t) + νϕ(t) +Dξϕ

′(t) = 0

δ(S−N ln g)
δV (t) = 0 ⇒ D−1

V V (t)− g(ϕϕ′)(t) = 0

δ(S−N ln g)
δg = 0 ⇒

∫
ϕ(t)V (t)ϕ′(t)dt = N

g

δS
δϕ |t=+∞ = 0 ⇒ ϕ′(+∞) = 0

ϕ(−∞) = 0

(1.8)

Ïðåäïîñëåäíåå óðàâíåíèå îòðàæàåò ñâîáîäíûå óñëîâèÿ íà ïîëå ϕ ïðè

t→∞, íàêëàäûâàÿ òåì ñàìûì ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïîëå ϕ′, ïîñëåäíåå �

íà÷àëüíîå óñëîâèå íà ïîëå ϕ.

Èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ϕ′ è V

V = gDVϕ
′ϕ, ϕ′ = − ∂tϕ+ νϕ

Dξ + g2DVϕ2
. (1.9)

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.8) è âûðàæàÿ ϕ, ïîëó÷àåì

p
∂p

∂ϕ
=
Dξν

2ϕ+ g2DVϕp
2

Dξ + g2DVϕ2
, p(ϕ) ≡ ∂tϕ,

îòêóäà íàõîäèì ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ϕst. Â ðåçóëüòàòå èìååì ϕst =
√

Dξ

g2DV

C2−1
C sh(Cν(t− t0))

ϕ′st = − ν√
Dξg2DV

(C2 − 1)C Cch(Cν(t−t0))+sh(Cν(t−t0))
C2+(C2−1)sh2(Cν(t−t0)) ,
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ãäå C, t0 - íåçàâèñèìûå êîíñòàíòû, ôèêñèðóåìûå íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿìè.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå íà ïîëå ϕ òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäåëà t0 → −∞.

Ïðè ýòîì ðàñõîäèòñÿ èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå-

ìû (1.8), åñëè òîëüêî C 6= 0. C = 0 ïðèâîäèò ê íóëåâûì ïîëÿì ϕst, ϕ
′
st, à

ïðè ýòîì çàíóëÿåòñÿ ïðåäýêñïîíåíòà â èññëåäóåìîì âûðàæåíèè (1.5). Ïðè

àíàëèçå îáû÷íûõ ÷èñëîâûõ èíòåãðàëîâ â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèíÿòî âêëþ÷àòü

ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ôàêòîð â óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè. Òàê ìû è ïî-

ñòóïèì â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè.

1.1.2. Èíñòàíòîííûé àíàëèç. Èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ îòêëèêà íå

çàâèñèò îò Dξ, ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü Dξ = 0 â äåéñòâèè (1.6). Ïðè ýòîì

â òåîðèè ïîÿâèëàñü äîïîëíèòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ ϕ → ϕC, ϕ′ → ϕ′/C ñ ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòîé C. ×òîáû óñòðàíèòü

ñîîòâåòñòâóþùèå áåñêîíå÷íûå âêëàäû â ôóíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû â ÷èñ-

ëèòåëå è çíàìåíàòåëå (1.7) äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, çàôèêñèðîâàòü çíà÷åíèå

ëþáîãî èç ïîëåé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå [106]. Âûðàæåíèå (1.7) ìîæåò áûòü

ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó

G[N ](t1, t2) =
1

2πiℵ

∮
dg

g

∫
DV

∫
DϕDϕ′eS̃−N ln g, (1.10)

ãäå

S̃ = S + lnϕ(t1) + lnϕ′(t2) (1.11)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîñòè äëÿ äåéñòâèÿ S̃ +N ln g èìååò ñëå-

äóþùèé âèä 

−∂tϕ′(t) + g(V ϕ′)(t) + νϕ′(t) + δ(t1−t)
ϕ(t1) = 0

∂tϕ(t) + g(V ϕ)(t) + νϕ(t) + δ(t2−t)
ϕ′(t2) = 0

D−1
V V (t) = g(ϕ′ϕ)(t)∫ +∞
−∞ dt(ϕ′V ϕ)(t) = N

g
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ϕ′(+∞) = 0, ϕ(−∞) = 0.

Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì

ϕst(t) = −θ(t− t2)
ϕ′st(t2)

e
−

t∫
t2

(gV+ν)dt

, ϕ′st(t) = −θ(t1 − t)
ϕst(t1)

e
−
t1∫
t

(gV+ν)dt
. (1.12)

Îòìåòèì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò

ϕ(t)ϕ′(t) = −Θ[t2 < t < t1], (1.13)

ãäå Θ[t2 < t < t1] ≡ Θ(t− t2)Θ(t1 − t) è ïðåäïîëàãàåòñÿ t1 ≥ t2.

Èñïîëüçóÿ (1.13) è òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ïîëó÷èì

V (t) = gDVϕ(t)ϕ′(t) = −gDV Θ[t2 < t < t1]. (1.14)

Äàëåå, èç ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû âû÷èñëèì ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå

êîíñòàíòû ñâÿçè g

gst =

√
N

DV T
, (1.15)

êîìáèíèðîâàíèå êîòîðîãî ñ (1.14) äàñò

Vst(t) = −
√
NDV

T
θ[t2 < t < t1] (1.16)

Èç (1.15), (1.16) ñëåäóåò

gV = −N
T

Θ[t2 < t < t1],

÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ ïîëåé ϕ, ϕ′

ϕ′st(t) = −θ(t1 − t)
ϕst(t1)

exp(
N

T
(T − f(t)) + ν(t− t1)),

ϕst(t) = −θ(t− t2)
ϕ′st(t2)

exp(
N

T
f(t)− ν(t− t2)),
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ãäå f(t) ≡ (t− t2)Θ[t2 < t < t1] + TΘ(t− t1)Θ(t− t2).

Èç âûðàæåíèé äëÿ ϕst, ϕ
′
st ñëåäóåò ϕ′st(t2)ϕst(t1) = − exp(N − νT ),

ïîýòîìó äîïóñòèìà íîðìèðîâêà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé −1/ϕ′st(t2) ≡ Cϕ,

1/ϕ(t1) ≡ C−1
ϕ exp(−N + νT ), ãäå Cϕ � îòðàæàåò âûøåóïîìÿíóòóþ äî-

ïîëíèòåëüíóþ ñèììåòðèþ. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì Cϕ = 1. Îêîí÷àòåëüíî

äëÿ ïîëåé ϕ′st, ϕst ìîæíî íàïèñàòü

ϕ′st(t) = −θ(t1 − t) exp(−N
T
f(t) + ν(t− t2)), (1.17)

ϕst(t) = θ(t− t2) exp(
N

T
f(t)− ν(t− t2)).

Çàìåòèì, ÷òî ϕ′st(t)ϕst(t) = −Θ[t2 < t < t1]. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â

ýêñïîíåíòó è ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ôàêòîð â (1.10), èìååì

G[N ](t1 − t2) ∼
1

2πi

e−S̃c

gc
=

i

2π
e−1θ(T )(DV T )

N+1
2 N−

N+1
2 eN/2e−νT , (1.18)

÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ïî N ïðè áîëüøèõ N ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì

îòâåòîì (1.4).

1.1.3. Ôëóêòóàöèîííûé èíòåãðàë. Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòà-

ëîñü ðàññìîòðåòü çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà N ôëóêòóàöèîííîãî èíòåãðà-

ëà, ò.å. èíòåãðàëà ïî îòêëîíåíèÿì ïåðåìåííûõ ϕ′, ϕ, V , g îò èõ ñòàöèîíàð-

íûõ çíà÷åíèé: ∫
D(δV )D(δϕ)D(δϕ′)d(δg)e∆S̃∫

DVDϕDϕ′eS(g=0)
, (1.19)

ãäå ∆S̃ = S̃(ϕst + δϕ, ϕ′st + δϕ′, Vst + δV )− S̃(ϕst, ϕ
′
st, Vst)−N [ln(gst + δg)−

ln(gst)], ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â (1.15, 1.17). Óïðîñòèâ ïîëó-
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÷åííîå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì

∆S̃ = δϕ′[∂t + gstVst + ν]δϕ+

+ Vstϕ
′
stδgδϕ+ gstϕ

′
stδϕδV + Vstϕstδϕ

′δg + gstϕstδϕ
′δV + ϕstϕ

′
stδgδV−

− 1

2
δV D−1

V δV+

+ gstδϕ
′δϕδV + Vstδgδϕδϕ

′ + ϕ′stδϕδV δg + ϕstδϕ
′δV δg + δϕδϕ′δV δg−

− δV [D−1
V Vst − gstϕ′stϕst] + δgVstϕstϕ

′
st+

δϕ[−∂t + gstVst + ν]ϕ′st + δϕ′[∂t + gstVst + ν]ϕ+

+
δϕ(t1)

ϕst(t1)
− 1

2

( δϕ(t1)

ϕst(t1)

)2

+
1

3

( δϕ(t1)

ϕst(t1)

)3

+ · · ·+

+
δϕ′(t2)

ϕ′st(t2)
− 1

2

(δϕ′(t2)
ϕ′st(t2)

)2

+
1

3

(δϕ′(t2)
ϕ′st(t2)

)3

+ · · · −

−N [
δg

gst
− 1

2

( δg
gst

)2

+
1

3

( δg
gst

)3

+ · · · ] (1.20)

Ðàññìîòðèì ýòî âûðàæåíèå. Èç óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîñòè ñëåäóþò ñîîò-

íîøåíèÿ

D−1
V Vst − gstϕ′stϕst = 0,

Vstϕstϕ
′
st =

N

gst
,

δϕ[−∂t + gstVst + ν]ϕ′st = − δϕ(t1)

ϕst(t1)
,

δϕ′[∂t + gstVst + ν]ϕ = −δϕ
′(t2)

ϕ′st(t2)
.
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Îòñþäà ìîæíî ïåðåïèñàòü âûðàæåíèå ∆S̃ (1.20) â âèäå

∆S̃ = δϕ′[∂t + gstVst + ν]δϕ+

+ Vstϕ
′
stδgδϕ+ gstϕ

′
stδϕδV + Vstϕstδϕ

′δg + gstϕstδϕ
′δV + ϕstϕ

′
stδgδV−

− 1

2
δV D−1

V δV+

+ gstδϕ
′δϕδV + Vstδgδϕδϕ

′ + ϕ′stδϕδV δg + ϕstδϕ
′δV δg + δϕδϕ′δV δg−

− 1

2

( δϕ(t1)

ϕst(t1)

)2

+
1

3

( δϕ(t1)

ϕst(t1)

)3

+ · · · − 1

2

(δϕ′(t2)
ϕ′st(t2)

)2

+
1

3

(δϕ′(t2)
ϕ′st(t2)

)3

+ · · ·+

+
N

2

( δg
gst

)2

− N

3

( δg
gst

)3

+ · · · (1.21)

Êðîìå ÿâíîé çàâèñèìîñòè, ∆S̃ çàâèñèò îò N ïîñðåäñòâîì ñòàöèîíàðíûõ

çíà÷åíèé ïîëåé è êîíñòàíòû g. Íàøà çàäà÷à � îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü îò

N âûðàæåíèÿ (1.19). Äëÿ ýòîãî ñïåðâà èçáàâèìñÿ îò ýêñïîíåíöèàëüíî çàâè-

ñÿùèõ îò N ïîñðåäñòâîì ϕst, ϕ
′
st ìíîæèòåëåé â äåéñòâèè (1.21) ñ ïîìîùüþ

çàìåíû ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ

δϕ→ ϕstδϕ, t ≤ t1; δϕ′ → ϕ′stδϕ
′, t ≥ t2. (1.22)

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî äåòåðìèíàíòà íåîáõîäèìî àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì ðàñòÿíóòü ïåðåìåííûå ϕ, ϕ′ â íîðìèðîâî÷íîì ìíîæèòåëå ℵ.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ (1.22) âûâîäèò íàñ èç êëàññà ãëàäêèõ ôóíêöèé, ïî-

ýòîìó óäîáíåå åå ñîâåðøàòü, ðàçáèâ ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë íà ïðîèçâå-

äåíèå èíòåãðàëîâ ïî ôóíêöèÿì ñ íîñèòåëÿìè, ñîñðåäîòî÷åííûìè íà èíòåð-

âàëàõ t < t2, t2 ≤ t ≤ t1, t > t1. Ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðàë ïî îòêëîíåíèÿì∫
D(δϕ) (àíàëîãè÷íî è ïî δϕ′), ìîæíî ïîíèìàòü êàê∫

D(δϕ) =

∫
D(δϕ1)

∫
D(δϕ2)

∫
D(δϕ3), (1.23)

ãäå D(δϕ) =
∏

t d(δϕ), D(δϕ1) =
∏

t<t2
d(δϕ), D(δϕ2) =

∏
t2≤t≤t1 d(δϕ),

D(δϕ3) =
∏

t>t1
d(δϕ). Èíòåãðèðîâàíèå â íîðìèðîâî÷íîì èíòåãðàëå ℵ òàê-

æå ïîíèìàåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (1.23).
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Ïîñëå çàìåíû (1.22) ∆S̃ íà ñóùåñòâåííîì èíòåðâàëå t2 < t < t1 ïðåä-

ñòàâëåíèÿ, (1.23) ïðèîáðåòàåò âèä

∆S̃ = −δϕ′∂tδϕ+ δgδϕ

√
NDV

T
− δϕδV

√
N

DV T
+

+ δgδϕ′
√
NDV

T
− δϕ′δV

√
N

DV T
− δgδV − 1

2
(DV )−1(δV )2−

−
√

N

DV T
δϕ′δV δϕ+

√
NDV

T
δgδϕ′δϕ−

− δgδV δϕ− δgδV δϕ′ − δgδϕ′δV δϕ−

− 1

2
(δϕ(t1))

2 +
1

3
(δϕ(t1))

3 + . . .− 1

2
(δϕ′(t2))

2 +
1

3
(δϕ′(t2))

3 + . . .+

+
N

2
DV T

(δg)2

N
− N

3
(DV T )3/2 (δg)3

N 3/2
− . . . , (1.24)

à â íîðìèðîâî÷íîì ìíîæèòåëå ℵ ñâîáîäíîå äåéñòâèå S íà ýòîì æå âðåìåí-

íîì èíòåðâàëå (ñ ó÷åòîì óïîìÿíóòûõ âûøå çàìåí ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ)

çàìåíÿåòñÿ íà

S ′0 = ϕ′(∂t +
N

T
)ϕ− 1

2
(DV )−1(V )2. (1.25)

Â âûðàæåíèÿõ (1.24, 1.25) ñîõðàíèëàñü çàâèñèìîñòü îò N . Îäíàêî, ñëå-

äóåò îòìåòèòü, ÷òî è íà íåòðèâèàëüíîì èíòåðâàëå âðåìåí t2 < t < t1 íîð-

ìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü ìîæåò áûòü óïðîùåí ïóòåì çàìåíû (1.25) íà

S ′0 = ϕ′(∂t + ν(1−Θ(t1 − t)))ϕ−
1

2
(DV )−1(V )2. (1.26)

Äåëî â òîì, ÷òî äåòåðìèíàíò∫
Dϕ′Dϕeϕ

′(∂t+
N
T )ϕ∫

Dϕ′Dϕeϕ′∂tϕ
= 1,

ó÷èòûâàÿ çàïàçäûâàþùèé õàðàêòåð ïðîïàãàòîðà < ϕϕ′ > è òðàäèöèîííîå

äîîïðåäåëåíèå Θ(0) = 0 â òåîðèè âîçìóùåíèé â ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

(ïîäðîáíåå ñì. â [62]).
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×òîáû óïðîñòèòü çàâèñèìîñòü îò N äåéñòâèÿ (1.24), ââåäåì íîâóþ âðå-

ìåííóþ ïåðåìåííóþ T̃ ≡ t/N . Çàìåòèì, ÷òî áåçðàçìåðíûìè ïåðåìåííûìè

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ νT , DV T , ïîýòîìó ââåäåíèå íîâûõ ïå-

ðåìåííûõ

T̃ = T/N, ν̃ = νN, D̃V = DVN, (1.27)

íå èçìåíÿåò ðåçóëüòèðóþùèõ âûðàæåíèé. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü îò N ïðè-

îáðåëè ãðàíèöû èíòåðâàëîâ t1 → Nt̃1, t2 → Nt̃2. Ïîëàãàÿ áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè t̃2 < 0, t̃1 > 0, òîãäà ïðè áîëüøèõ N Nt̃1 →∞, Nt̃2 → −∞, ìîæ-

íî îãðàíè÷èòüñÿ èíòåðâàëîì t2 < t < t1 ïðè âû÷èñëåíèè ôëóêòóàöèîííîãî

èíòåãðàëà.

×òîáû óñòðàíèòü çàâèñèìîñòü îò N , â ÷ëåíå N(D̃V )−1(δV )2/2 â êâàä-

ðàòè÷íîé ÷àñòè äåéñòâèÿ, ñäåëàåì çàìåíó ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ

δV → δV/
√
N.

Îòáðàñûâàÿ òåïåðü ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ìàëîñòü ïî 1/N , ïîëó÷èì äåéñòâèå

ôëóêòóàöèîííîãî èíòåãðàëà (1.24) äëÿ èíòåðâàëà t2 < t < t1 â âèäå

∆S̃ = −δϕ′∂tδϕ− δϕδV

√
1

D̃V T̃
− δϕ′δV

√
1

D̃V T̃
− 1

2
(D̃V )−1(δV )2−

−

√
1

D̃V T̃
δϕ′δV δϕ− 1

2
(δϕ(Nt̃1))

2 +
1

3
(δϕ(Nt̃1))

3 − . . .

− 1

2
(δϕ′(Nt̃2))

2 +
1

3
(δϕ′(Nt̃2))

3 + . . .+
1

2
D̃V T̃ (δg)2, (1.28)

çàâèñèìîñòü îò N ñîõðàíèëàñü ëèøü â ïîëîæåíèè ãðàíèö îáëàñòè.

Îòìåòèì, ÷òî â (1.28) ñîõðàíèëñÿ íåëèíåéíûé ÷ëåí ∼ δϕ′δV δϕ, è ÷òî

÷ëåíû äåéñòâèÿ (1.11) lnϕ(t1), lnϕ′(t2) òàêæå äàþò êîíå÷íûå âêëàäû â

âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ. Òåì ñàìûì ìû ñòîëêíóëèñü ñ íåîáû÷-

íîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ñèòóàöèåé, êîãäà

ñòàðøèå âàðèàöèè äåéñòâèÿ íå ñîäåðæàò ìàëîñòè ïî 1/N , è äîëæíû áûòü
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ó÷òåíû â ôëóêòóàöèîííîì èíòåãðàëå. Îäíàêî, ôëóêòóàöèîííûé èíòåãðàë

ñ äåéñòâèåì (1.28) íåñëîæíî âû÷èñëèòü òî÷íî1, îí îêàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé

ïî âðåìåíè è, òåì ñàìûì, îïðåäåëÿåò ëèøü íåçàâèñÿùóþ îò N àìïëèòó-

äó àñèìïòîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ðàçëîæåíèé. Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè,

÷òî îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ àñèìïòîòèêè N-îãî ïîðÿäêà ðàçëîæåíèÿ

ôóíêöèè îòêëèêà ìîäåëè (1.1), ïîëó÷åííîå ïóòåì èíñòàíòîííîãî âû÷èñëå-

íèÿ (1.10), äàåòñÿ âûðàæåíèåì

G[N ](t1 − t2) ∼ θ(T )(DV T )
N
2 N−

N+1
2 eN/2e−νT

(
1 +O

(
1

N

))
, (1.29)

êîòîðîå ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì ïóòåì ðàçëîæåíèÿ òî÷íîãî

ðåøåíèÿ (1.4).

Òî÷íîå âû÷èñëåíèå íåòðèâèàëüíîãî ôëóêòóàöèîííîãî èíòåãðàëà â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ìîäåëè, âîçìîæíî, îïðåäåëÿåòñÿ åå ïðîñòîòîé (íàëè÷èåì

òî÷íîãî ðåøåíèÿ). Îáñóäèì, ÷òî ìîæåò èìåòü ìåñòî íà äàííîì ýòàïå èñ-

ñëåäîâàíèé áîëåå ñëîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïåðåíåñÿ çàâèñèìîñòü îò

N íà âðåìåíà ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè îòêëèêà, ìû ñòàëè ïåðåä íåîáõî-

äèìîñòüþ èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôëóêòóàöèîííîãî èíòåãðàëà íà áîëüøèõ

âðåìåíàõ. Èçâåñòíî, ÷òî çàêëþ÷åíèå îá àñèìïòîòèêàõ áîëüøèõ âðåìåí ñòî-

õàñòè÷åñêèõ òåîðèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåîäàìè ðåíîðìàëèçàöèîííîé

ãðóïïû ÷òî ìû è ïðåäïîëàãàåì èñïîëüçîâàòü, ïðèìåíÿÿ äàííûé ïîäõîä â

èíûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Îòìåòèì, ÷òî ðåíîðìãðóïïîâîé ïîäõîä îáû÷-

íî äàåò ñòåïåííûå èíôðàêðàñíûå àñèìïòîòèêè â äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, ÷òî ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà ïîëó÷åíèå ïðåäëîæåí-

íûì ìåòîäîì ãëàâíûõ ïîðÿäêîâ àñèìïòîòèê âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ðàçëîæåíèé

áåç òî÷íûõ âû÷èñëåíèé ôëóêòóàöèîííûõ èíòåãðàëîâ.

1äëÿ ýòîãî ïðîùå âñåãî ïðåäñòàâèòü âñå âêëàäû îò ðàçëîæåíèÿ lnϕ(t1), lnϕ′(t2) â âèäå ln(1 +
δϕ(Nt̃1)) − δϕ(Nt̃1) + ln(1 + δϕ′(Nt̃2)) − δϕ′(Nt̃2), çàòåì (àíàëîãè÷íî òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1.1))
âû÷èñëèòü ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ïî ïîëÿì δϕ′, δϕ, è çàòåì âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî δV



46

1.2. Ïåðåìåííûå Ëàãðàíæà

Êðàòêî ïðèâåäåì âû÷èñëåíèå àñèìïòîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïðîñòîé

äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ [93]. Ðàññìîòðèì âûðà-

æåíèå äëÿ ôóíêöèè îòêëèêà (1.3) çàäà÷è (1.1)

GV (t1, t2) = Θ(T ) exp[−g
∫ t

t1

dt′V (t′)− νT ], T ≡ t1 − t2.

∫ t
t1
dt′V (t′) èãðàåò ðîëü ëàãðàíæåâîé ïåðåìåííîé â äàííîì ñëó÷àå.

Ôóíêöèÿ îòêëèêà èìååò âèä

G(t1, t2) ≡< ϕ(t1), ϕ
′(t2) >= C

∫
DV e

−V DV V2 GV (t1, t2)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ N -ãî ïîðÿäêà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè îòêëèêà âîñïîëüçó-

åìñÿ ôîðìóëîé Êîøè

G[N ](t1, t2) = Θ(T )
C

2πi
e−νT

∮
dg

g

∫
DV eS,

ãäå

S =

∞∫
−∞

−V (τ)DV V (τ)

2
dτ − g

t1∫
t2

V (τ)dτ −N ln g.

Òî÷êà ñòàöèîíàðíîé ôàçû ïî ïåðåìåííûì V, g îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâ-

íåíèé

V (τ)DV + gΘ(T ) = 0

t1∫
t2

V (τ)dτ +
N

g
= 0

Ðåøåíèåì ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ äâå òî÷êè ñòàöèîíàðíîñòè

gc = ±
√
NDV

T
,

Vc(τ) = ∓
√

N

DV T
Θ(T ).
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Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå Vc èãðàåò ðîëü èíñòàíòîíà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-

÷àå. Äåéñòâèå â òî÷êå ñòàöèîíàðíîñòè

Sc = N/2−N ln[±
√
NDV

T
].

Âêëàä îò îáåèõ òî÷åê ñòàöèîíàðíîñòè ñîêðàùàåòñÿ ïðè íå÷åòíûõ N

è óäâàèâàåòñÿ ïðè ÷åòíûõ, ñëåäîâàòåëüíî, ðåàëüíûì ïàðàìåòðîì ðàçëî-

æåíèÿ ÿâëÿåòñÿ g2. Èíòåãðàë ïî îòêëîíåíèÿì δV, δg îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè

ñòàöèîíàðíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ òðèâèàëüíî (îïðåäåëèòåëü ñîêðàùàåòñÿ íîð-

ìèðîâî÷íûì ìíîæèòåëåì C). Òàêèì îáðàçîì, èìååì àñèìïòîòèêó

G[N ](t1, t2) = Θ(T )
N−

N
2 e

N
2

√
πN

(DV T )
N
2 e−νT

(
1 +O(

1

N
)
)
,

êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ (1.29).

Íà ïðèìåðå ýòîé ïðîñòîé ìîäåëè ñòàëî î÷åâèäíûì, ÷òî âû÷èñëåíèå

àñèìïòîòèê âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïðîùå ïðîèçâîäèòü â ïåðåìåííûõ Ëàãðàí-

æà, ÷åì â MSR-ïåðåìåííûõ. Êðîìå òîãî, âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëîæåííûì

ìåòîäîì â MSR-ïåðåìåííûõ óäàåòñÿ â äîâîëüíî îãðàíè÷åííîì êðóãå çà-

äà÷. Â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò MSR-ïåðåìåííûõ

ê ïåðåìåííûì Ëàãðàíæà, ÷òî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ðàñøèðÿåò îáëàñòü

ïðèìåíåíèÿ èíñòàíòîííîãî àíàëèçà è çàìåòíî óïðîùàåò ìàòåìàòè÷åñêèå

âûêëàäêè.
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ÃËÀÂÀ 2
ÑÅÌÅÉÑÒÂÎ ÈÍÑÒÀÍÒÎÍÎÂ ÌÎÄÅËÈ

ÎÁÓÕÎÂÀ-ÊÐÅÉ×ÍÀÍÀ Ñ �ÇÀÌÎÐÎÆÅÍÍÛÌ� ÏÎËÅÌ
ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÑÊÎÐÎÑÒÈ

Â ýòîé ãëàâå ìû èññëåäóåì àñèìïòîòèêó âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ôóíêöèè

îòêëèêà îïèñàííîé â ï. 0.6. ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà ñ �çàìîðîæåí-

íûì� ïîëåì ñêîðîñòè. Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò äèôôóçèþ æèäêîñòè â ñòà-

öèîíàðíîì ñëó÷àéíîì ïîëå [39, 84, 85]. Êîððåëÿòîð ïîëÿ ñêîðîñòè çäåñü,

â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîé ìîäåëè Êðåé÷íàíà, íå çàâèñèò îò âðåìåíè (25),

à ïî êîîðäèíàòå âåäåò ñåáÿ ñòåïåííûì îáðàçîì, òàê ÷òî ÷èñëî äèàãðàìì

òåîðèè âîçìóùåíèé ðàñòåò ôàêòîðèàëüíî. Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè â äàí-

íîé ìîäåëè � íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ìû ïîêàæåì, êàê ñòðîèòü ñåìåéñòâî åå ðåøåíèé � ñåìåéñòâî èíñòàíòîíîâ,

è ïðåäúÿâèì â àíàëèòè÷åñêîì âèäå îäèí èç íèõ. Ïðîâåäåííûé ñ ïîìîùüþ

ýòîãî ðåøåíèÿ àíàëèç óêàçûâàåò, ÷òî òèï ñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìó-

ùåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîîáðàçíûìè ôàêòîðàìè: èññëåäóåìûì îáúåêòîì,

âûáðàííûì ïðåäñòàâëåíèåì (êîîðäèíàòíûì èëè èìïóëüñíûì), âèäîì êîð-

ðåëÿòîðà ñêîðîñòè, à âîâñå íå îäíèì ÷èñëîì äèàãðàìì. Ìû îáíàðóæèëè

ñëó÷àè, êîãäà èññëåäóåìûå ðÿäû èìåþò êîíå÷íûé è äàæå áåñêîíå÷íûé ðà-

äèóñ ñõîäèìîñòè.

Ñëó÷àé, êîãäà êîððåëÿòîð ïîëÿ ñêîðîñòè íå çàâèñèò íå òîëüêî îò âðå-

ìåíè, íî è îò êîîðäèíàòû, îêàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì òî÷íî ðåøàåìûì ñëó÷àåì

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü åãî, ÷òîáû ïðîêîíòðîëè-

ðîâàòü ïðàâèëüíîñòü ðàñ÷åòîâ.



49

2.1. Ìîäåëü Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà ñ ïîñòîÿííûì ïîëåì
ñêîðîñòè: òî÷íî ðåøàåìûé ÷àñòíûé ñëó÷àé

Ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ïî êîòîðîìó âåäåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîå èíòåãðè-

ðîâàíèå, îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì ðåøàåìîé çàäà÷è. Ïîäðîáíî âîïðîñ î ïðà-

âèëüíîì âûáîðå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé ðàññìîòðåí â ãëàâå 1. Îáû÷íî â ñòàòè÷åñêèõ

çàäà÷àõ èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå äîñòàòî÷íî áûñòðî (ýêñïî-

íåíöèàëüíî) óáûâàþùèõ ôóíêöèé, îäíàêî, â äèíàìèêå ñóùåñòâóþò çàäà÷è

ñ äðóãèìè ôóíêöèîíàëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè [94].

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà ñ �çàìîðîæåííûì� ïî-

ëåì ñëó÷àéíîé ñêîðîñòè, êîãäà ïîëå ñêîðîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðè-

íàäëåæèò êëàññó ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, ò.å. íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x è

âðåìåíè t [99], çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ òî÷íî ðåøàåìîé. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíê-

öèÿ Ãðèíà ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè (23) ïðè g = 0 õîðîøî èçâåñòíà,

Θ(t− t′)√
4πν(t− t′) d

exp

(
− (x− x′)2

4ν(t− t′)

)
,

Θ � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ g ïîëó÷àåòñÿ

çàìåíîé x→ x + gVt. Ïîýòîìó ðåøåíèå (23) èìååò âèä

ϕ(x, t) =

∞∫
−∞

dx′dt′
Θ(t− t′)√
4πν(t− t′) d

e
− (x−x′+gV(t−t′))2

4ν(t−t′) ξ(x′, t′).

Îòñþäà, ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî âñåâîçìîæíûì ñêîðîñòÿì ñ ó÷åòîì íîðìè-

ðîâêè, äëÿ ôóíêöèè îòêëèêà ïîëó÷èì

G(x, T ) =

〈
δϕ(ξ(x2, t2))

δξ(x1, t1)

〉
=

Θ(T )(2νT )d/2√
2νT +Dg2T 2

d
e
− x2

4νT+2Dg2T2 , (2.1)

ãäå ìû ââåëè òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíûå x ≡ x2 − x1 è T ≡ t2 − t1.

N -ûé ïîðÿäîê ðàçëîæåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ïî u ≡ g2

G[N ](x, T ) =
(−1)NΘ(T )Γ(d/2 +N)

Γ(d/2)N !
· 1F1(d/2 +N, d/2,−x2/(4νT ))
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âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âûðîæäåííóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ 1F1(N +

d/2, d/2,−x2/(4νT )). Ïîñëåäóþùåå âû÷èñëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäåëà

N → ∞ îñíîâàíî íà ñâÿçè 1F1 ñ ôóíêöèåé Óèòòåêåðà, äëÿ êîòîðîé ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ àñèìïòîòèêà õîðîøî èçâåñòíà [107]. Îêîí÷àòåëüíî, òî÷íûé

îòâåò èìååò âèä

G[N ](x, T ) =
Θ(t− t′)√

π
exp(1− d/2) exp

(
− x2

8νT

)( x2

4νT

)(1−d)/4

×

×N (d−3)/4
(
− DT

2ν

)N
cos
(√Nx2

νT
+ π

1− d
4

)
, (2.2)

îòêóäà âèäíî, ÷òî ÷ëåíû ðÿäà ïðè áîëüøèõN ñèëüíî îñöèëëèðóþò íà ôîíå

ñòåïåííîãî ðîñòà N (d−3)/4, ïðè ýòîì ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿþòñÿ

ñõîäÿùèìèñÿ ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè, ðàâíîì 2ν/DT . ×èñëî æå

äèàãðàìì îáû÷íîé òåîðèè âîçìóùåíèé, äàþùèõ âêëàä â G[N ], âîçðàñòàåò

ïî N ôàêòîðèàëüíî. Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðîñòðàíåííîå óòâåðæäåíèå, ÷òî

òèï ñõîäèìîñòè ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì äèàãðàìì (ñì. íàïðèìåð, [85]),

íåâåðíî.

Èíòåðåñíî, ÷òî åñëè ìû ðàññìîòðèì íàø òî÷íî ðåøàåìûé ïðèìåð â

èìïóëüñíî-÷àñòîòíîì ïðåäñòàâëåíèè, òèï ñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîç-

ìóùåíèé ñòàíåò ïðèíöèïèàëüíî èíûì. Ïðîùå âñåãî óáåäèòüñÿ â ýòîì,

âîñïîëüçîâàâøèñü MSR-ôîðìàëèçìîì (2.4,2.6). Ðàçëîæèì âûðàæåíèå äëÿ

ôóíêöèè îòêëèêà â ðÿä ïî êîíñòàíòå ñâÿçè

G[N ](x2 − x1) =
1

N !

∫
DVVNe−ViD

−1
ij Vj/2×

×
∫

Dϕ′Dϕ ϕ(x1)ϕ
′(x2)(gϕ

′∇ϕ)Ne−ϕ
′Dξϕ

′/2−ϕ′(∂t−ν∆)ϕ, (2.3)

äëÿ êðàòêîñòè ìû îïóñòèëè íîðìèðîâêó. Èíòåãðàë ïî V ôàêòîðèçóåòñÿ è

ñðàçó âû÷èñëÿåòñÿ; ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè îí ðàâåí (−D)N/2(N−1)!!. Îñòàâ-

øèåñÿ èíòåãðàëû ïî ϕ, ϕ′ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðíóþ ôóíêöèþ îòêëèêà â
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èìïóëüñíî-÷àñòîòíîì ïðåäñòàâëåíèè ïðè g = 0. Èòàê,

G[N ](q, ω) ∼ (−1)N/2(N − 1)!!
(q2)N/2

(iω + νq2)N+1
,

ò. å. òåïåðü ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé ôóíêöèè îòêëèêà ðàñõîäèòñÿ ôàêòî-

ðèàëüíî. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî çàâèñèìîñòü àñèìïòîòèêè îò ïðåäñòàâëåíèÿ

îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì ∇ âî âçàèìîäåéñòâèè.

Èòàê, òèï ñõîäèìîñòè ðÿäà íå îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ñêîðîñòüþ ðîñòà ÷èñ-

ëà äèàãðàìì òåîðèè âîçìóùåíèé è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáðàííîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïî ñóòè, îïèñàííûé â ýòîì ðàçäåëå ÷àñòíûé ñëó÷àé óæå ñàì ïî ñåáå

îïðîâåðãàåò ïîäõîä, â êîòîðîì òèï ñõîäèìîñòè ðÿäà îöåíèâàåòñÿ ÷èñëîì

äèàãðàìì òåîðèè âîçìóùåíèé. Òàì íå ìåíåå, íàì íå èçâåñòíû ôèçè÷åñêîå

ïðèëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêîé ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè, è â äàëü-

íåéøåì ìû çàéìåìñÿ èññëåäîâàíèåì áîëåå ðåàëèñòè÷íîé ìîäåëè (23, 24).

Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó, äàííûé ÷àñòíûé ñëó÷àé õîðîøî îò-

ðàæàåò íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè è ðÿäîâ ôèçè÷åñêè èíòåðåñíîé ìî-

äåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà ñ �çàìîðîæåííûì� ïîëåì ñêîðîñòè, â êîòîðîé,

êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, òàêæå íàáëþäàåòñÿ êîíå÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè

ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé íà ôîíå ôàêòîðèàëüíîãî ðîñòà ÷èñëà äèàãðàìì.

Â ðàçäåëå 2.6. ïðèâåäåí ïðèìåð ðàñ÷åòà àñèìïòîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ

ôóíêöèè îòêëèêà ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà ñ ïîñòîÿííûì ïîëåì ñêîðî-

ñòè ìåòîäàìè èíñòàíòîííîãî àíàëèçà â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ.

2.2. MSR-ôîðìàëèçì

Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (23) ñ ïîìîùüþ MSR - ôîðìàëèçìà ñòàí-

äàðòíûì îáðàçîì ïðåîáðàçóåòñÿ ê êâàíòîâî-ïîëåâîé ìîäåëè ñî ñëåäóþùè-

ìè äåéñòâèåì è ôóíêöèåé îòêëèêà:

Smsr =
ϕ′Dξϕ

′

2
+ ϕ′

[
∂tϕ+ gZg∇(V ϕ)− νZν∆ϕ

]
, (2.4)
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GV =

∫
DϕDϕ′ ϕ(x1, t1)ϕ

′(x2, t2) exp(Smsr)∫
DϕDϕ′ exp(Smsr|g=0)

. (2.5)

Ìû ðåíîðìèðóåì ìîäåëü ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ äâóõ ðåíîðìèðîâî÷íûõ

êîíñòàíò Zg è Zν àíàëîãè÷íî [39]. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ òåïåðü ñòàíî-

âÿòñÿ êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, ïîñëå ñòàíäàðòíûõ íåîáõî-

äèìûõ äîîïðåäåëåíèé (ñì. [62]) è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî V, ðåíîðìèðîâàííàÿ

ôóíêöèÿ îòêëèêà ïðèíèìàåò âèä

GR ≡< ϕ(x1, t1)ϕ
′(x2, t2) >R=

∫
DVGV e

−Vi(x)D−1ij (x−x′)Vj(x
′)/2∫

DVe−Vi(x)D−1ij (x−x′)Vj(x′)/2
. (2.6)

2.3. Ôîðìàëèçì Ëàãðàíæà

Â ðàáîòàõ [96, 72, 102, 98] îáñóæäàëîñü, ÷òî â ðàìêàõ MSR - ôîðìà-

ëèçìà èíñòàíòîí â ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà íå ñóùåñòâóåò (ïî êðàéíåé

ìåðå, íà êëàññå ãëàäêèõ óáûâàþùèõ ôóíêöèé). Ïîýòîìó, êàê è â [96, 72],

èñïîëüçóåì àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ââåäåíèÿ ïåðåìåííûõ, à èìåííî, ââå-

äåì ëàãðàíæåâû ïåðåìåííûå, ò.å. îò ñêàëÿðíûõ ïîëåé ϕ, ϕ′ ïåðåéäåì ê

âåêòîðíûì ïîëÿì c(τ), c′(τ), êîòîðûå èãðàþò ðîëü êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ

æèäêèõ ÷àñòèö è çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè.

Êðàòêî îïèøåì ïåðåõîä ê ïåðåìåííûì Ëàãðàíæà. Ôóíêöèÿ Ãðèíà

GV (x2, t2;x1, t1) çàäà÷è (23), î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(∂t2−ν∆x2
)GV (x2, t2;x1, t1)+g∇(V(x)GV (x2, t2;x1, t1)) = δd(x2−x1)δ(t2−t1)

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ Ãðèíà â ñëåäóþùåì âèäå

GV (x2, t2;x1, t1) = θ(t2 − t1)P (x2, t2;x1, t1), (2.7)

÷òî ïðèâåäåò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì íà P (∂t2 − ν∆x2
)P (x2, t2;x1, t1) + g∇(V(x)P (x2, t2;x1, t1)) = 0

P (x2, t2 = t1;x1, t1) ≡ δd(x2 − x1)
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Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ïîíèìàòü êàê óðàâíåíèå Ôîêåðà-Ïëàíêà [108]

äëÿ íåêîòîðîé ìîäåëè ñ îäíîâðåìåííîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ P (x, s).

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü ðåøåíèå

P (x2, t2;x1, t1) = 〈δd(x2 −X(t2))〉ζ (2.8)

∂t2X(t2) = −gV(X(t2)) + ζ(t2) (2.9)

X|t2=t1 = x1, Dζ = 2ν.

〈. . .〉ζ îáîçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî âñïîìîãàòåëüíîìó ñëó÷àéíîìó ãàóññîâî-

ðàñïðåäåëåííîìó ñ íóëåâûì ñðåäíèì ïîëþ ζ ñ êîððåëÿòîðîì Dζ . Óðàâíå-

íèÿ (2.8), (2.9) îïèñûâàþò äâèæåíèå ÷àñòèöû â ñëó÷àéíîì ïîëå ζ. Îòñþäà

âèäíî, ÷òî çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê èçó÷åíèþ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷à-

ñòèö â ñëó÷àéíîé ñðåäå. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò íåîäíîðîäíóþ

ñðåäó, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (2.9) ñîäåðæèò ÷ëåí ñ ïîëåì ñêîðîñòè, çàâè-

ñÿùèì îò êîîðäèíàòû ÷àñòèöû. Áåç ýòîãî ÷ëåíà óðàâíåíèå (2.9) áûëî áû

îáû÷íûì óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû.

Äîáàâèì â óðàâíåíèå (2.8) äîïîëíèòåëüíîå ôóíêöèîíàëüíîå èíòåãðè-

ðîâàíèå ïî âñïîìîãàòåëüíîìó ïîëþ c(s) ñëåäóþùèì îáðàçîì

P (x2, t2;x1, t1) = 〈
∫
DcδF (c(t2)−X(t2))δ

d(c(t2)− x2)〉ζ , (2.10)

ãäå δF - ôóíêöèîíàëüíàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Ïðîèçâåäåì ñëåäóþùóþ

çàìåíó ïåðåìåííûõ

δF (c(t2)−X(t2)) = det
(
∂t2 + g

δV

δc

)
δF (∂t2c + gV(c)− ζ).

Äàëåå, d-ìåðíàÿ δd-ôóíêöèÿ â óðàâíåíèè (2.10) ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà íà

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà c(s)

P (x2, t2;x1, t1) = 〈
c(t2)=x2∫

c(t1)=x1

Dcdet
(
∂t2 + g

δV

δc

)
δF (∂t2c + gV(c)− ζ)〉ζ .
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Òàêæå, ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå çàïèøåì δF -ôóíêöèþ â èíòå-

ãðàëüíîé ôîðìå:

P (x2, t2;x1, t1) =

= M

c(t2)=x2∫
c(t1)=x1

DcDc′ exp(−νc′2 + ic′∂τc + igc′V(c))det
(
∂t2 + g

δV

δc

)
, (2.11)

ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïîëåâûì

àðãóìåíòàì ïîäðàçóìåâàþòñÿ. M - íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, âîçíèêàþ-

ùèé âñëåäñòâèå ïðåîáðàçîâàíèÿ δF . M îïðåäåëÿåòñÿ èç ñâîáîäíîé íàóêè

(g = 0). Ïîëó÷åííàÿ òåîðèÿ ïîëÿ ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé [72].

Èòàê, ôóíêöèÿ îòêëèêà ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà â ëàãðàíæåâûõ ïå-

ðåìåííûõ äëÿ ïîñòîÿííîãî V èìååò âèä

GV =
Θ(t2 − t1)

(4πν)d/2(t2 − t1)d/2

c(t2)=x2∫
c(t1)=x1

DcDc′ exp(SLgr)∫
DcDc′ exp(SLgr|g=0)

,

SLgr =

t2∫
t1

dτ

(
− νZνc′2(τ) + ic′(τ)∂τc(τ) + igZgc

′(τ)V(c(τ))

)
. (2.12)

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïîëþ c′ â ÷èñëèòåëå âåäåòñÿ ñî ñâîáîäíûìè ãðàíè÷íû-

ìè óñëîâèÿìè. Íîðìèðîâî÷íûé ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ñîîòâåòñòâóåò

ñâîáîäíîé ìîäåëè ñ g = 0 è ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàí ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè íà c è c′.

2.4. Èíñòàíòîííûé àíàëèç

Ãàóññîâî óñðåäíèâ ïî V âûðàæåíèå (2.12), ïîëó÷àåì ôóíêöèþ îòêëèêà

ìîäåëè (23) â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ

G(x, T ) =

Θ(T )
c(t2)=x2∫
c(t1)=x1

DcDc′DVeS
Lgr− 1

2

∫
dxdx′Vi(x)D−1ij (x−x′)Vj(x

′)

(4πνT )d/2
∫
DcDc′DVeS

Lgr|g=0− 1
2

∫
dxdx′Vi(x)D−1ij (x−x′)Vj(x′)

, (2.13)
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ãäå T ≡ t2 − t1, x ≡ x2 − x1. Îïóùåííûå àðãóìåíòû ïîëåé çäåñü è äàëåå

â ýòîé ãëàâå ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè τ , ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïåðå-

ìíîæàåìûõ âåêòîðîâ ïîäðàçóìåâàþòñÿ, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîëå c′ ïðè

τ = t1 è τ = t2 ñâîáîäíûå.

×òîáû âûäåëèòü ÿâíî çàâèñèìîñòü îò ïåðåìåííîé x, âõîäÿùåé â ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ íà c, ñäåëàåì ñäâèã ïîëÿ

c(τ) = c̄(τ) + x
τ

T
.

Òîãäà èíòåãðèðîâàíèå ïî c̄ áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ ïî ëèíåéíîìó ôóíêöèî-

íàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè τ = t1,

τ = t2. Òåì íå ìåíåå, äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû òàì, ãäå ýòî âîçìîæíî,

áóäåì âûðàæàòü îòâåòû ÷åðåç íåñäâèíóòîå ïîëå c(τ). Ïîñëå ãàóññîâîãî èí-

òåãðèðîâàíèÿ ïî ïîëþ V, äåéñòâèå ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S
Lgr

(g) =

t2∫
t1

dτ
(
− νc′2 + ic′∂τc−

g2

2

t2∫
t1

dτ ′c′i(τ)Dij(c(τ)− c(τ ′))c′j(τ
′)
)
,

Âûäåëèâøèéñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïàðàìåòð g2 ≡ u óêàçûâàåò íà òî,

÷òî ðàçëîæåíèå âåäåòñÿ ïî ÷åòíûì ñòåïåíÿì g.

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü èìååò äâå êîíñòàíòû ñâÿçè λT ,

λL, íî äåëî â òîì, ÷òî îíè ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê îäíîé � g. Ýòî âîçìîæ-

íî áëàãîäàðÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè λT ∼ λL ∼ g2 è âèäà èñõîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ (23). Äåéñòâèòåëüíî, â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå âñå êîíñòàíòû ñâÿçè

ïðîïîðöèîíàëüíû ìàëîìó ïàðàìåòðó ðàçëîæåíèÿ ε = 2 + 2α− d, [39], [84].

Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàëà â äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ C-H, îñíîâàííûõ

íà ñòàòè÷åñêîì ïðåäåëå φ4 [95].

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 0.5. äëÿ âûäåëåíèÿ N -òîãî ÷ëåíà ðÿäà

êâàíòîâî-ïîëåâîé òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

Êîøè. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî c′, c è u â G[N ] áóäåì îñóùåñòâëÿòü ìå-
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òîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû. Ïðîèçâåäåì ðàñòÿæåíèÿ

{c̄, c′} → {N 1/2c̄, N1/2c′},

x→
√
Nx,

u→ Nβu. (2.14)

Âñëåäñòâèå îäíîðîäíîñòè êîððåëÿòîðà ñêîðîñòè ïî àðãóìåíòó

(D(z) ∼ |z|−2β, ñì. (25)) ìîæíî âûíåñòè ïåðåä äåéñòâèåì ïàðàìåòð

N , ÷òî óïðîùàåò àíàëèç âêëàäà ñòàðøèõ âàðèàöèé. Òàêèå æå ðàñòÿæåíèÿ

ïîëåé c, c′ âûïîëíÿåì è â íîðìèðîâî÷íîì ìíîæèòåëå, êîòîðûé äëÿ

êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ℵ. Ïîëó÷àåì:

G[N ](
√
Nx, T ) =

N−Nβ

ℵ
Θ(T )

2πi

∮
du

u

c(t2)=0∫
c(t1)=0

DcDc′eNS, (2.15)

S =

t2∫
t1

dτ
(
− νc′2 + ic′∂τc−

u

2
c′i(τ)[Dijc

′
j](τ)

)
− lnu, (2.16)

ãäå ââåäåíî [Dijc
′
j](τ) ≡

t2∫
t1

dτ ′Dij(c(τ)− c(τ ′))c′j(τ
′). (2.17)

Îñíîâíîé âêëàä â (2.15) ïðè N → ∞ äàåò îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â

îêðåñòíîñòè èíñòàíòîíà � çíà÷åíèé c̄st, c
′
st, ust, ðåàëèçóþùèõ ýêñòðåìóì

ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ, ò.å. ðåøåíèé óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîñòè. Åñòåñòâåí-

íî èñêàòü ýòè ðåøåíèÿ, ïðåäïîëàãàÿ êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ c, c′, x, âåäü

èñõîäíî ñèììåòðèÿ çàäà÷è íàðóøåíà èìåííî âåêòîðîì x. Äàííîå ïðåäïî-

ëîæåíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ñòðóêòóðó äåéñòâèÿ (2.16) ïî âåêòîðíûì

çíà÷êàì, à êîððåëÿòîð ñêîðîñòè ïðè ýòîì ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì ñêà-

ëÿðíîé ôóíêöèè

D(x) =
D0

|x|2β
, (2.18)
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ãäå

D0 ≡ a1 + a2 =
Γ(1− ε

2)

2d+ε−1πd/2Γ(d2 + ε
2)

[
λT (d− 1) + λL(ε− 1)

]
(2.19)

è

[Dijc
′
j](τ)→ [Dc′](τ) ≡

t2∫
t1

dτ ′D(c(τ)− c(τ ′))c′(τ ′).

Äëÿ ïðîåêöèé óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîñòè íà âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå âåê-

òîðîâ c, c′ èìååì òîãäà

δS

δc′(τ)
= 0 ⇒ −2νc′(τ) + i∂τc(τ) = u[Dc′](τ) (2.20)

δS

δc(τ)
= 0 ⇒ −i∂τc′(τ) = uc′(τ)

∂[Dc′](τ)

∂c
(2.21)

δS

δu
= 0 ⇒ u = − 2

t2∫
t1

dτc′(τ)[Dc′](τ)

. (2.22)

Åñëè äàííàÿ ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò ðå-

øåíèå � èíñòàíòîí cst, c
′
st, ust, � ïðè÷åì ïîëÿ cst, c

′
st ïðèíàäëåæàò ê òà-

êîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó, ÷òî ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ íà íèõ

íå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, èíòåðåñóþùèé íàñ îòâåò äëÿ àñèìïòîòèêè

êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ìîæåò ñðàçó áûòü çàïèñàí â âèäå

G[N ](
√
Nx, T ) ∼ N−Nβ exp(NS(cst, c

′
st, ust))Φ(∆), (2.23)

ãäå Φ(∆) � ðåçóëüòàò ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ôëóêòóàöèÿì

â îêðåñòíîñòè èíñòàíòîíà

c = cst + δc, c′ = c′st + δc′, u = ust + δu

ñ ó÷åòîì íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ ℵ. Â ðåçóëüòàòå îáû÷íîãî äëÿ èíñòàí-

òîííîãî àíàëèçà ðàñòÿæåíèÿ ôëóêòóàöèé δc, δc′, δu â N−1/2 ðàç, ðàñ÷åò

ãëàâíîãî ïîðÿäêà ïî N äëÿ Φ ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ãàóññîâà èíòåãðàëà.
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Âäîáàâîê, ýòè ðàñòÿæåíèÿ ïîçâîëÿþò ÿâíî âûäåëèòü çàâèñèìîñòü ýòîãî

îáúåêòà îò N : îíà ñâîäèòñÿ ê êîíå÷íîé ñòåïåíè Nw, ãäå ïàðàìåòð w ìîæíî

îïðåäåëèòü, âû÷èñëèâ òàê íàçûâàåìûå 'íóëåâûå ìîäû' îïåðàòîðà âòîðîé

âàðèàöèè äåéñòâèÿ íà èíñòàíòîíå.

Îòìåòèì, ÷òî ïîãðåøíîñòü âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå èí-

ñòàíòîííîãî ïîäõîäà îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü îòáðîøåííûìè ñòàðøèìè âàðèà-

öèÿìè äåéñòâèÿ íà èíñòàíòîíå (íåãàóññîâîñòüþ ôëóêòóàöèé). Ââèäó óïîìÿ-

íóòîãî ðàñòÿæåíèÿ ôëóêòóàöèé êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ âàðèàöèÿ ñîäåðæèò

äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 1/
√
N ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùåé, òî åñòü

ñîîòâåòñòâóþùèå âêëàäû ìîãóò áûòü îòáðîøåíû ïðè N →∞.

Âûðàæåíèå (2.23) äåìîíñòðèðóåò ïðè β > 0 ñõîäèìîñòü ðÿäîâ, îäíà-

êî, ïðèíöèïèàëüíûì îñòàåòñÿ âîïðîñ � à ñóùåñòâóþò ëè âîîáùå ðåøåíèÿ

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (2.20, 2.21, 2.22) íà íóæíîì êëàññå

ôóíêöèé? Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïðåäúÿâèì òàêîå ðåøåíèå.

2.5. Ñóùåñòâîâàíèå è ÿâíûé âèä èíñòàíòîíà.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (2.20, 2.21, 2.22) óäàåòñÿ ñêîíñòðóèðîâàòü

ïåðâûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì

∂τ [Dc
′](τ) =

∂[Dc′]

∂c
∂τc,

èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé íàéäåì ñâÿçü c è c′: ïðîäèôôåðåíöèðóåì (2.20)

ïî τ , à ðàâåíñòâî (2.21) äîìíîæèì íà ∂τc. Èñêëþ÷èâ ∂τ [Dc
′](τ) èç ýòèõ

äâóõ óðàâíåíèé, ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

−2ν∂τc
′(τ) + i∂2

τ c(τ) + i
∂τc
′(τ)∂τc(τ)

c′(τ)
= 0.

Ðåøåíèå ýòîãî ëèíåéíîãî ïî ∂τc(τ) óðàâíåíèÿ èìååò âèä

−νc′2 + ic′∂τc = iF, ãäå F � èíòåãðàë äâèæåíèÿ. (2.24)
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Òåì ñàìûì âìåñòî ñèñòåìû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.20,

2.21, 2.22) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèøü îäíî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå, äîïîëíåííîå àëãåáðàè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì (2.24) è ÷èñëîâûì

óðàâíåíèåì íà u (2.22).

Èç (2.24) è (2.22) î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ äåéñòâèÿ (2.16)

â òî÷êå ñòàöèîíàðíîñòè ðàâíû iFT + 1. Ê ñîæàëåíèþ, âû÷èñëåíèå ust è

ñîîòâåòñòâóþùåãî âêëàäà ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî (2.16) ïðè ïðîèçâîëüíîì

F âîçìîæíî ëèøü ÷èñëåííî. Õîòÿ ïðèíöèïèàëüíûõ ñëîæíîñòåé ïðè ýòîì

íå âîçíèêàåò, ìû õîòåëè áû îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòà-

òàìè.

Ðàçíûì çíà÷åíèÿì F â (2.24) ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ íà ïîëå c (ðàçëè÷íûå x). Îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ðåøèòü îáðàòíóþ

çàäà÷ó: çàôèêñèðóåì èíòåãðàë äâèæåíèÿ F = 0, è ïîñòðîèì ÷àñòíîå ðå-

øåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå åìó. Èññëåäóåì, ê êàêîìó êëàññó ôóíêöèé îíî

ïðèíàäëåæèò è êàêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ñîîòâåòñòâóåò.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ èç (2.24) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

c′(τ) =
i∂τc(τ)

ν
. (2.25)

Åãî ïîäñòàíîâêà â (2.20) äàåò

−i∂c(τ)

∂τ
= u

t2∫
t1

dτ ′D(c(τ)− c(τ ′)) i
ν

∂c(τ ′)

∂τ ′
=
iu

ν

x2∫
x1

dyD(c− y). (2.26)

Ýòî ïîçâîëÿåò íàïèñàòü îòâåò äëÿ cst â êâàäðàòóðàõ:

c∫
x1

dy∫ x2
x1
dzD(z − y)

= −ust(τ − t1)
ν

, c ≡ cst(τ). (2.27)

Îñòàâøóþñÿ âåëè÷èíó ust ïðîùå âñåãî íàéòè, ïîäñòàâèâ (2.25) â (2.22) ñ

ó÷åòîì ÿâíîãî âèäà äëÿ [Dc′] è D. Ñíîâà ïåðåõîäÿ îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî



60

τ ∈ [t1, t2] ê èíòåãðàëàì ïî c ∈ [x1, x2] âû÷èñëÿåì

ust = −2ν2(1− β)(2β − 1)

D0|x|2−2β
. (2.28)

Ïðîáëåìû ðåãóëÿðèçàöèè è ðåíîðìèðîâêè òåîðèè ðàññìîòðåíû â ãëàâå 3.

Ïîñòðîåííîå íàìè ðåøåíèå (2.27) çàïèñàíî â êâàäðàòóðàõ äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî êîððåëÿòîðà ñêîðîñòè è ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîé ðåãóëÿðèçàöèè. Â

äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòåïåííîå ïîâåäåíèå êîððåëÿòîðà D, ÷òî

ïîäðàçóìåâàåò àíàëèòè÷åñêóþ ðåãóëÿðèçàöèþ âûðàæåíèÿ (2.27) (íàïîì-

íèì, ÷òî ðåãóëÿðèçàöèÿ â äàííîé ìîäåëè êàê ðàç è îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì

ÿâíîãî âèäà êîððåëÿòîðà (24)).

Âìåñòî òîãî ÷òîáû ïî ïåðåìåííîé x îïðåäåëÿòü âåëè÷èíó F , ìû ïîñòó-

ïèëè íàîáîðîò � ïîëîæèëè F = 0. Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàêèì çíà÷åíèÿì

x ñîîòâåòñòâóåò íàéäåííîå íàìè ÷àñòíîå ðåøåíèå; îáîçíà÷èì ýòî çíà÷å-

íèå x0. Ïîëîæèì â ðàâåíñòâå (2.27) τ = T , c(T ) = x0, è ó÷òÿ ÿâíûé âèä

êîððåëÿòîðà D, âû÷èñëèì îáðàçîâàâøèåñÿ èíòåãðàëû (ñì. Ïðèëîæåíèå 2).

Ïîëó÷èì

x2β
0 =

ustTD0

ν(2β − 1)R
, ãäå R =

1∫
0

dvf(v). (2.29)

Ñ ó÷åòîì (2.28) ýòî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x2
0 =

2(β − 1)

R
νT, ust =

(
2(β − 1)

R
νT

)β
ν(2β − 1)R

TD0
. (2.30)

Èòàê, íà ïîñòðîåííîì èíñòàíòîíå äåéñòâèå ìîæåò áûòü ëåãêî ñîñ÷èòàíî

è â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.23) àñèìïòîòèêà áîëüøèõ N âåëè÷èíû G[N ](
√
Nx0)

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

G[N ](
√
Nx0, T ) ∼ N−NβNw exp(N)

uNst
. (2.31)

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ÿâíîå îïðåäåëåíèå ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ ust

íàì óäàëîñü ïðîâåñòè ëèøü äëÿ íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî çíà÷åíèÿ x = x0,
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òî åñòü ëèøü íà ãèïåðïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå èç ñî-

îòíîøåíèé (2.30) è ãäå îáðàùàåòñÿ â íîëü íàéäåííûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

Äðóãèì çíà÷åíèÿì x ñîîòâåòñòâóþò äðóãèå çíà÷åíèÿ F , è, ñëåäîâàòåëüíî,

èíûå çíà÷åíèÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ust, äëÿ êîòîðûõ ìû íå ìîæåì ïðåäñòà-

âèòü ÿâíîãî âûðàæåíèÿ è êîòîðûå ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ëèøü ÷èñëåííî. Òåì íå

ìåíåå, äî òåõ ïîð, ïîêà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì (2.14) (òî åñòü ïîêà ïåðå-

ìåííàÿ x ïîðÿäêà
√
N) âûðàæåíèå òèïà (2.31) (ðàçóìååòñÿ, ñ äðóãèìè ust è

ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû) îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ïðè áîëüøèõ N êîýôôèöè-

åíòîâ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè îòêëèêà, à èìåííî íàëè÷èå êîíå÷íîãî ðàäèóñà

ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ.

Íàïðèìåð, ïðè ìàëûõ, íî îòëè÷íûõ îò íóëÿ çíà÷åíèÿõ F ìîæíî ñòðî-

èòü òåîðèþ âîçìóùåíèÿ ïî F , òåì ñàìûì ïîëó÷àÿ ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ

èíñòàíòîí äëÿ çíà÷åíèé x, ëåæàùèõ â îêðåñòíîñòè x0. Äåéñòâèòåëüíî, ïåð-

âàÿ èòåðàöèÿ (2.24) ïî F äàåò

c′ =
i∂τc

ν
− F

∂τc
,

ïðè÷åì âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñïðàâà â êà÷åñòâå ∂τc äîñòàòî÷íî èñïîëüçî-

âàòü íàéäåííîå ðàíåå ðåøåíèå ïðè F = 0. Ïîäñòàíîâêà ïåðâîé èòåðàöèè â

(2.20) äàåò

−i∂τc−
2νF

∂τc(0)
=
iu

ν

x∫
0

dyD(c− y)− Fu(0)

x(0)∫
0

D(c(0) − y)dy

(∂τc(0))2
,

çäåñü íóëåì îòìå÷åíû ïåðåìåííûå, äëÿ êîòîðûõ ñëåäóåò ïîäñòàâëÿòü çíà÷å-

íèå â ïðåäûäóùåé (íóëåâîé) èòåðàöèè. Êàê è (2.26) ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, åãî ðåøåíèå â êâàäðàòóðàõ îò-

ëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (2.27) íàëè÷èåì â ïðàâîé ÷àñòè ìíîæèòåëÿ âèäà

(1 + kF ), ãäå êîýôôèöèåíò k âûðàæàåòñÿ ëèøü ÷åðåç ïåðåìåííûå íóëåâîé

èòåðàöèè. Ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü x â âèäå ðÿäà ïî F , à òàêæå îïðåäå-
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ëÿòü ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ âåëè÷èíó ust � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè êîððå-

ëÿöèîííîé ôóíêöèè (2.31), êîòîðûé áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò (2.28) íàëè÷èåì

äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ � ñòåïåííîãî ðÿäà ïî F .

Â èíñòàíòîííîì àíàëèçå îáû÷íîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà àñèìïòîòè-

êà âûñîêèõ ïîðÿäêîâ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñóùåñòâåííî íåðàâíîìåðíà

ïî àðãóìåíòó [109]. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ è â íàøåì ñëó-

÷àå: ôóíêöèÿ îòêëèêà G(x, t) èìååò ñóùåñòâåííî íåðàâíîìåðíóþ àñèìï-

òîòèêó ðàçëîæåíèé ðÿäîâ, ïîñêîëüêó èç-çà ïðîâåäåííîãî â (2.14) ðàñòÿ-

æåíèÿ ïåðåìåííîé x, ìû îïðåäåëèëè ëèøü àñèìïòîòèêó áîëüøèõ N âå-

ëè÷èíû G[N ](
√
Nx) (2.31). Èíûìè ñëîâàìè, (2.31) îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà

G[N ](y0 ≡
√
Nx0, t) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò y0/

√
N , t èN . Ïîýòîìó ïîëó÷åí-

íàÿ àñèìïòîòèêà ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðèìåíèìîé â îáëàñòè î÷åíü áîëüøèõ

èëè î÷åíü ìàëûõ y0, ãäå, âîîáùå ãîâîðÿ, òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå èññëåäî-

âàíèÿ.

Ïîýòîìó îáñóæäàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé óäîáíåå äëÿ

÷èñëîâûõ îáúåêòîâ èëè èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, â êîòîðûõ íå ïðîÿâ-

ëÿåòñÿ óêàçàííàÿ âûøå íåðàâíîìåðíîñòü. Ïðèìåðîì òàêîãî îáúåêòà ÿâëÿ-

åòñÿ ôóíêöèÿ

G(T, γ) =

∫
dxG(x, T ) exp(−γx2).

Ýòî ïðîèçâîäÿùèé ôóíêöèîíàë ÷åòíûõ ìîìåíòîâ ôóíêöèè îòêëèêà. Íà-

ëè÷èå â G äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà ïî x è óïîìÿíóòîå ðàñòÿæåíèå ïå-

ðåìåííîé x â
√
N ðàç ïîçâîëÿþò âêëþ÷èòü â ñòàöôàçíîå ðàññìîòðåíèå

âåëè÷èíó x. Ïðè ýòîì óæå íå òðåáóåòñÿ ðàñòÿãèâàòü ïåðåìåííóþ γ äëÿ

âûäåëåíèÿ îáùåãî N â äåéñòâèè, ýòî äîñòèãàåòñÿ ðàñòÿæåíèåì x, îäíàêî,

â äîïîëíåíèå ê ñèñòåìå (2.20, 2.21, 2.22) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå



63

ñòàöèîíàðíîñòè

δ(S − γx2)

δ|x|
= 0 ⇒

T∫
0

dτ

(
ic′(τ)

T
− uc′(τ)

2

∂[Dc′](τ)

∂|x|

)
= 2γ|x|. (2.32)

Ïîäñòàíîâêà ñþäà íàøåãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ (2.25), ó÷åò ÿâíîãî âèäà [Dc′]

(2.17) è ÷åòíîñòè êîððåëÿòîðà D ïîçâîëÿþò ïðåîáðàçîâàòü (2.32) ê âèäó

− uD0

ν2(2β − 1)|x|2β−1
= 2γ|x|. (2.33)

Èç ðàâåíñòâ (2.29) è (2.33) î÷åâèäíî, ÷òî ïîäõîäÿùèì âûáîðîì

γ = γ0 ≡ −
R

2νT

ìîæíî óäîâëåòâîðèòü îáîèì ýòèì óðàâíåíèÿì. Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè,

÷òî ïîñòðîåííîå íàìè ÷àñòíîå ðåøåíèå ïðè F = 0 ÿâëÿåòñÿ èíñòàíòîíîì,

ïîçâîëÿþùèì îïðåäåëèòü òèï ñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ

ôóíêöèè G(T, γ) â òî÷êå γ = γ0.

Ïîäñòàâëÿÿ x0 èç (2.29) â (2.28), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

G[N ](T, γ0(T )) ∼ Θ(T )

ℵ(T )

[
− 2ν2γ0(2β − 1)

D0

]N+1[
1− β
γ0

](N+1)β

(2.34)

Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ìû îïóñòèëè ìíîæèòåëü Nw, îïðåäåëèâ ëèøü

âåëè÷èíó ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà. Ïàðàìåòð w îïðå-

äåëÿåò òèï îñîáåííîñòè ðÿäà íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìîñòè è ìîæåò áûòü

íàéäåí èç ãàóññîâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ôëóêòóàöèÿì â îêðåñòíîñòè èí-

ñòàíòîíà.

2.6. Èëëþñòðàöèÿ ìåòîäà â òî÷íî ðåøàåìîì ñëó÷àå

Òî÷íî ðåøàåìûé ñëó÷àé D = D0 = Const ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êî-

ãäà β = 0 (ñì. (25)). Ïðè ýòîì ðåçóëüòàò (2.34) äàåò äëÿ ïðîèçâîäÿùåãî
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ôóíêöèîíàëà G òîò æå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà 2ν/(DT ), ÷òî è òî÷íûé

îòâåò (2.2) äëÿ ôóíêöèè îòêëèêà.

Îäíàêî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû îãðàíè÷èëèñü ÿâíûì âû÷èñëåíèåì

ëèøü îäíîãî ðåøåíèÿ èç ñåìåéñòâà èíñòàíòîíîâ (ñîîòâåòñòâóþùåå ëèøü

ôèêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ x2
0) è ñòðîèëè ñâîþ ñõåìó íà îñíîâàíèè íåãî. Â

òî÷íî ðåøàåìîì ñëó÷àå ìû ïðåäúÿâèì âñå ñåìåéñòâî ÿâíî, óáåäèìñÿ, ÷òî

ïðîâåäåííûå ðàñòÿæåíèÿ ïîëåé â (2.14) ïîëíîñòüþ îòðàæàþò ïîâåäåíèå

âñåãî ñåìåéñòâà ïî ïàðàìåòðó N . Òàêæå ìû ëåãêî ó÷òåì âêëàä ãàóññîâà èí-

òåãðèðîâàíèÿ ïî ôëóêòóàöèÿì â îêðåñòíîñòè èíñòàíòîíà, ïðè ýòîì óäàñòñÿ

âû÷èñëèòü íå òîëüêî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè, íî è òèï îñîáåííîñòè íà ãðàíèöå

êðóãà ñõîäèìîñòè. Îòâåò, êîòîðûé ìû ïîëó÷èì â äàííîì ðàçäåëå, áóäåò

ñîâïàäàòü êàê ñ òî÷íûì îòâåòîì (2.2), òàê è ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè, ïîëó-

÷åííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äëÿ ñëó÷àÿ β = 0. Òåì ñàìûì ìû åùå ðàç

óáåäèìñÿ, ÷òî èíñòàíòîííûé àíàëèç äëÿ ðÿäîâ ôóíêöèè G íå îòëè÷àåòñÿ

ïðèíöèïèàëüíî îò àíàëèçà ðÿäîâ ôóíêöèè îòêëèêà.

Áóäåì âûïèñûâàòü çàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ îò N ÿâíî, íå ïðåäïîëàãàÿ

ðàñòÿæåíèé (2.14). Ïðîåêöèÿ âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ ïî ïîëþ c íà âû-

äåëåííîå íàïðàâëåíèå ïðè ýòîì èìååò òîò æå âèä, ÷òî è (2.21), ïðè D = D0

(êîãäà [Dc′] = Const) îíî ñðàçó ïðèâîäèò ê íåçàâèñÿùåìó îò âðåìåíè ïîëþ

c′. Âàðèàöèè ïî c′ ñíîâà äàäóò (2.20), èç êîòîðîãî òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî ïîëå

c òàêæå íå çàâèñèò îò âðåìåíè è

c̄ ≡ 0, c′ =
ix

2νT + uD0T 2
. (2.35)

Âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå ïî u (ñð. ñ (2.22)) òåïåðü ïðèíÿëî âèä

δS

δu
= 0 ⇒ u = − 2N

D0c′2T 2
. (2.36)
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Ñîâìåñòíîå ðåøåíèå (2.35) è (2.36) äàåò

c′st = ±
√
N

νT
+
i|x|
4νT

+O(N−1/2) (2.37)

ust = − 2ν

DT
± i|x|

√
νT

DT 2

1√
N

+
|x|2

4DT 2

1

N
+O(N−3/2), (2.38)

òî åñòü äâå òî÷êè ñòàöèîíàðíîñòè. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ â äåé-

ñòâèå (2.16) (ïðàâäà, áåç ðàñòÿæåíèé ïåðåìåííûõ ïî N), ïîëó÷àåì, ÷òî â

òî÷êå ñòàöèîíàðíîñòè â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî N îíî èìååò âèä

S
(±)
0 = −N ln

[
− 2ν

DT

]
± ix

√
N

νT
.

Èíñòàíòîííûé àíàëèç äëÿ ôóíêöèè îòêëèêà äàåò, òàêèì îáðàçîì,

G[N ] ∼ Θ(T )

∫
dδu

∫
DδcDδc′

(
exp

[
S

(+)
0 + S

(+)
2

]
+ exp

[
S

(−)
0 + S

(−)
2

])
,

ãäå δc, δc′, δg � ôëóêòóàöèè ïîëåé â îêðåñòíîñòè èíñòàíòîíà, S
(±)
2 � âòîðàÿ

âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ S â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ ñòàöèîíàðíîñòè

S2 =

T∫
0

dτ

(
− νδc′2(τ) + iδc′i(τ)∂τδci(τ)− δuδc′i(τ)c′i

∣∣∣
c′=c′st

D0T

)
+

+
N

u2
st

δu2 − ustD0
1

2

T∫
0

T∫
0

dτdτ ′δc′i(τ)δc′i(τ
′).

Çàìåòèì, ÷òî âî âñå ñëàãàåìûå êðîìå òðåòüåãî äàþò âêëàä êàê ïðîäîëüíûå

ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðó x âàðèàöèè ïîëåé, òàê è ïîïåðå÷íûå. Â òðåòüåì æå

ñëàãàåìîì èìååòñÿ ëèøü ïðîäîëüíûé âêëàä, ïîñêîëüêó ïîëå δc′ ñâåðíóòî

ïî çíà÷êàì ñ ïîëåì c′st ‖ x.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ðàñòÿæåíèÿ δu â
√
N ðàç è âçÿòèÿ ãàóññîâà èíòå-

ãðàëà ïî δu (ïðè ýòîì çàðàáàòûâàåì ìíîæèòåëüN−1/2) âêëàäû ïðîäîëüíûõ

è ïîïåðå÷íûõ êîìïîíåíò ïîëÿ îêàçûâàþòñÿ ðàçíûìè. Ïîýòîìó ïðè âû÷èñ-

ëåíèè ãàóññîâà èíòåãðàëà îò d−1 ïîïåðå÷íûõ êîìïîíåíò ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì
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íîðìèðîâêè (î÷åâèäíûå èíòåãðèðîâàíèÿ îïóùåíû äëÿ êðàòêîñòè) âêëàä

∫
DδcDδc′ exp

(
− νδc′2 + iδc′∂τδc− ustD0δc

′δc′/2

)
∼

∼
[

1

4πT (ν + ustD0T/2)

](d−1)/2

∼ (e∓iπN)(d−1)/4,

çàâèñèìîñòü îòN ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.38) âåëè÷è-

íà (ν + ustD0T/2) ìàëà. Àíàëîãè÷íûé æå âêëàä äëÿ ïðîäîëüíûõ âàðèàöèé

îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà O(1).

Îêîí÷àòåëüíî, èíñòàíòîííûé àíàëèç äëÿ G[N ] äàåò

G[N ] ∼ Θ(T )
(
− DT

2ν

)N
N

d−3
4 cos

(√Nx2

νT
+ π

1− d
4

)
,

÷òî â âåäóùåì ïîðÿäêå ïî N âåäåò ñåáÿ ïî N , òàê æå, êàê (2.2).

Òàêèì îáðàçîì, íàì óäàëîñü ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî èíñòàíòîíîâ ìîäåëè

Êðåé÷íàíà ñ �çàìîðîæåííûì� ïîëåì ñêîðîñòè è ÿâíî ïðåäúÿâèòü îäèí èç

íèõ. Ìû óáåäèëèñü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé èìåþò

êîíå÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè, êîòîðûé â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ñòàíîâèòñÿ

áåñêîíå÷íûì.

Ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè ðÿäîâ äàííîé ìîäåëè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

ïðè èõ ïåðåñóììèðîâàíèè äëÿ óëó÷øåíèÿ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé, ïîëó÷àå-

ìûõ ñ ïîìîùüþ òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ïîïóòíî ìû îïðîâåðãëè øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîå óòâåðæäåíèå î òîì,

÷òî ðÿäû îêàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè, åñëè ÷èñëî äèàãðàìì â âûñîêèõ

ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé ðàñòåò ôàêòîðèàëüíî è ïîêàçàëè, ÷òî òèï

ñõîäèìîñòè çàâèñèò îò âûáðàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è ïîâåäåíèÿ êîððåëÿòî-

ðà.

Òî÷íî ðåøàåìûé ÷àñòíûé ñëó÷àé (ñì. 1, 2.6.) èëëþñòðèðóåò íàøè ðàñ-

÷åòû è ïîäòâåðæäàåò íàøè ðåçóëüòàòû.
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Êàê óæå óïîìèíàëîñü, â äàííîé ãëàâå ìû íå îáñóæäàëè ðåãóëÿðèçàöèþ

è ðåíîðìèðîâêó òåîðèè. Àñèìïòîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ êîíñòàíò ðåíîð-

ìèðîâêè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè îáñóæäàþòñÿ â ãëàâå 3.
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ÃËÀÂÀ 3
ÌÎÄÅËÜ ÎÁÓÕÎÂÀ-ÊÐÅÉ×ÍÀÍÀ Ñ

�ÇÀÌÎÐÎÆÅÍÍÛÌ� ÏÎËÅÌ ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÑÊÎÐÎÑÒÈ:
ÈÍÑÒÀÍÒÎÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÊÎÍÑÒÀÍÒ ÐÅÍÎÐÌÈÐÎÂÊÈ

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðîäîëæàåì èññëåäîâàòü ìîäåëü Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà

ñ �çàìîðîæåííûì� ïîëåì ñêîðîñòè è íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåé

ãëàâû âû÷èñëèì àñèìïòîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ êîíñòàíò ðåíîðìèðîâêè

ýòîé ìîäåëè. Ìû òàêæå ïðèâîäèì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè óïîìÿíóòûõ ðÿäîâ.

3.1. Àñèìïòîòèêà âûñîêèõ ïîðÿäêîâ êîíñòàíò ðåíîðìèðîâêè

Â ðàáîòå [39] ïðîèçâåäåí ðàñ÷åò êîíñòàíò ðåíîðìèðîâêè â ìîäåëè

Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà ñ �çàìîðîæåííûì� ïîëåì ñêîðîñòè â äâóõïåòëåâîì

ïðèáëèæåíèè. Ïðèâåäåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèíÿ-

òûõ â ñòàòüå (u ∼ λL
ν2 µ

−dλL , v ∼ λT
ν2 µ

−dλT , dλL = dλT = 2 + 2α − d = ε, µ -

ðåíîðìèðîâî÷íàÿ ìàññà)

Zν = 1 +
1

ε

(u− (1 + 2α)v

2(1 + α)
+

[u− (1 + 2α)v]2

16(1 + α)3
+

+
[−u2 + 2(2 + α2)uv + (1 + 2α)v2]

16(1 + α)3

)

Zg = 1 +
1

ε

( u

2(1 + α)
− u[(1− 2α2)u+ α(1 + α)(1 + 2α)v]

16α(1 + α)3
+

+
u[u+ (1 + 2α)v]

16α(1 + α)2
− u[(1 + 2α)u− v]

16(1 + α)3
− u[(1 + 2α)u− v]

16(1 + α)3
+

+
(1 + 2α)uv

16(1 + α)3
+

(1 + 2α)u2

16(1 + α)3

)
×òîáû îïðåäåëèòü ðåíîðìèðîâî÷íûå êîíñòàíòû Zν, Zg, ïðîäèôôåðåí-

öèðóåì (2.6) ïî ν è g ñîîòâåòñòâåííî [100, 101]. Âñÿ çàâèñèìîñòü îò ýòèõ

ïåðåìåííûõ ñîäåðæèòñÿ â GV .
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Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ ïî ν (÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü òåêñò,

çäåñü îïóñêàåì íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü):

∂GR

∂ν
=

= −Zν
∫
DϕDϕ′ϕ(x1, t1)ϕ

′(x2, t2)

∫
dx0dt0ϕ

′(x0, t0)∆x0
ϕ(x0, t0)e

Smsr =

= −Zν
∫
dx0dt0

∫
DϕDϕ′ϕ(x1, t1)∇ϕ′(x0, t0)∇ϕ(x0, t0)ϕ

′(x2, t2)e
Smsr =

= −Zν
∫
dx0dt0Gν,

ãäå

Gν = ∇x0
〈ϕ(x1, t1)ϕ

′(x0, t0)〉∇x0
〈ϕ(x0, t0)ϕ

′(x2, t2)〉

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî g:

∂GR

∂g
=

= Zg

∫
DϕDϕ′ϕ(x1, t1)ϕ

′(x2, t2)

∫
dx0dt0ϕ

′(x0, t0)∇x0
(V (x0)ϕ(x0, t0))e

Smsr =

= Zg

∫
dx0dt0

∫
DϕDϕ′

(
ϕ(x1, t1)ϕ

′(x2, t2)∇x0
V(x0)ϕ(x0, t0)ϕ

′(x0, t0)+

+ ϕ(x1, t1)ϕ
′(x2, t2)ϕ

′(x0, t0)∇x0
ϕ(x0, t0)V(x0)

)
eS

msr

=

= Zg

∫
dx0dt0Gg,

ãäå

Gg = ∇x0
V(x0)〈ϕ(x1, t1)ϕ

′(x0, t0)〉〈ϕ(x0, t0)ϕ
′(x2, t2)〉+

+V(x0)〈ϕ(x1, t1)ϕ
′(x0, t0)〉〈∇x0

ϕ(x0, t0)ϕ
′(x2, t2)〉

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå òàêèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé, ïîëó÷àòñÿ âûðàæåíèÿ,

îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûìè ìíîæèòåëÿìè. Ïåðåïèñàâ

ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî

V (ñì. Ïðèëîæåíèå 3) è ñîâåðøèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x, ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ
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∂GR

∂ν
= Zν

∫
dx0dt0

∫ c1(t1)=x1

c1(t0)=x0

Dc1

∫ c2(t2)=x2

c2(t0)=x0

Dc2

∫
Dc′1Dc′2Iνe

S (3.1)

∂GR

∂g
= Zg

∫
dx0dt0

∫ c1(t1)=x1

c1(t0)=x0

Dc1

∫ c2(t2)=x2

c2(t0)=x0

Dc2

∫
Dc′1Dc′2Ige

S, (3.2)

íîðìèðîâêà ïðè g = 0 ïîäðàçóìåâàåòñÿ, äåéñòâèå S èìååò âèä

S = −iq(x2 − x1)− νZν(c′21 + c′22 ) + ic′1∂c1 + ic′2∂c2 + ZuSu, (3.3)

íåëèíåéíàÿ ÷àñòü äåéñòâèÿ ñîáðàíà â ñëàãàåìîå

Su = −u
2

(
c′1i(τ1)Dij(c1(τ1)−c1(τ

′
1))c

′
1j(τ

′
1)+c

′
2i(τ2)Dij(c2(τ2)−c2(τ

′
2))c

′
2j(τ

′
2)+

+ 2c′1iDij(c1 − c2)c
′
2j

)
, u ≡ g2.

Íåîáõîäèìûå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïîëåâûì àðãóìåíòàì ïîäðàçóìåâàþòñÿ

çäåñü è â àíàëîãè÷íûõ ôîðìóëàõ â äàëüíåéøåì. Êðîìå òîãî ïîäðàçóìå-

âàåòñÿ, ÷òî ïîëÿ cl, c
′
l çàâèñÿò îò âðåìåíè τl. Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî

âðåìåíè çäåñü è äàëåå

t1 ≤ τ1, τ
′
1 ≤ t0 ≤ τ2, τ

′
2 ≤ t2.

×åðåç Iν îáîçíà÷åí ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê e
S îïåðàöèè ∂c1(t0)∂c2(t0), Ig ñî-

îòâåòñòâóåò îïåðàöèÿ V(c2(t0))∂c2(t0) + ∂V(c2(t0)).

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ðàñ÷åò Iν. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

x01 ≡ c1(t0), x02 ≡ c2(t0).

Â îêîí÷àòåëüíûõ ôîðìóëàõ x0 = x01 = x02. Êðîìå òîãî, äëÿ âûäåëåíèÿ

ÿâíîé çàâèñèìîñòè äåéñòâèÿ S îò x0 ïðîèçâåäåì ñëåäóþùèé ñäâèã ïîëåé

c1(τ1) = x1 + x(1)τ1 − t1
T1

+ c̄1(τ1),
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c2(τ2) = x0 + x(2)τ2 − t0
T2

+ c̄2(τ2).

Çäåñü äëÿ óäîáñòâà ââåäåíû âåëè÷èíû

T1 ≡ t0 − t1, T2 ≡ t2 − t0, (3.4)

x ≡ x2 − x1, x(1) ≡ x0 − x1, x(2) ≡ x2 − x0,

x = |x|, x(1) = |x(1)|, x(2) = |x(2)|.

Òîãäà äåéñòâèå S

S = −iqx− νZν(c′21 + c′22 ) + i
x(1)

T1

t0∫
t1

c′1(τ1)dτ1 + i
x(2)

T2

t2∫
t0

c′2(τ2)dτ2 + ZuSu.

Âû÷èñëÿÿ íåîáõîäèìûå ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷èì

∂2eS

∂x01∂x02

= eS
[
Zu

∂2Su
∂x01∂x02

+
{ i

T1

t0∫
t1

c′1(τ1)dτ1 + Zu
∂Su
∂x01

}
+

+
{
− i

T2

t2∫
t0

c′2(τ2)dτ2 + Zu
∂Su
∂x02

}]
. (3.5)

Â ï. 3.3. ïðè âûâîäå óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîñòè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî

∂S/∂x0 ≡ 0. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì òîæäåñòâîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîä-

íûõ Su:

∂S

∂x0
≡ 0 =

i

T1

t0∫
t1

c′1(τ1)dτ1 −
i

T2

t2∫
t0

c′2(τ2)dτ2 + Zu
∂Su
∂x0

.

Âûðàçèâ îòñþäà Zu∂Su/∂x0 è ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (3.5),

èìååì

Iν =

∫
dtc′1

∫
dtc′2

T1T2
+ Zu

δ2Su
δx1δx2

. (3.6)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì âòîðîé ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü Ig

Ig =
g

ν

[ ∫
dc1D

′(c1 − x0) +

∫
dc2D

′(c2 − x0)− (3.7)

−i
∫
dt
c′2
T2

(∫
dc1D(c1 − x0) +

∫
dc2D(c2 − x0)

)]
.
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Íà ýòàïå ïîèñêà èíñòàíòîíà ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûå ôàêòîðû íåñóùå-

ñòâåííû, ïîýòîìó ïîñëåäóþùàÿ ÷àñòü àíàëèçà îäèíàêîâà äëÿ îáåèõ êîí-

ñòàíò ðåíîðìèðîâêè. Îáîçíà÷èì ïîýòîìó äëÿ óäîáñòâà

I ≡ Ig, Iν; Z ≡ Zg, Zν. (3.8)

Êîíñòàíòà ðåíîðìèðîâêè ñîäåðæèò ïîëþñà ïî ε ïðè ε → 0, êîòîðûå

äîëæíû óñòðàíÿòü ðàñõîäèìîñòè ìîäåëè. Ðåíîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ îò-

êëèêà (2.6) êîíå÷íà ïðè ε→ 0. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèÿ (3.1,3.2) òàêæå

êîíå÷íû; ïîñëå èõ ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

res
ε→0

lnZ = − res
ε→0

ln

∫
dx0dt0G, (3.9)

ãäå G � ñîñòàâíîé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé âûðàæåíèÿì (3.1,3.2)

G =
1

ℵ(4πν
√

(t2 − t0)(t0 − t1))d

c1(t1)=x1, c2(t2)=x2,∫
c1(t0)=c2(t0)=x0

Dc1Dc2Dc′1Dc′2 Ie
S.

(3.10)

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïîëÿì c′l âåäåòñÿ ñî ñâîáîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè-

ÿìè, íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü ℵ ñîîòâåòñòâóåò �ñâîáîäíîé íàóêå� ñ

u = 0, à èíòåãðèðîâàíèå â íåì ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè íà cl

ℵ =

c1(t1)=c2(t2)=0∫
c1(t0)=c2(t0)=0

Dc1Dc2Dc′1Dc′2 exp (S|g=0). (3.11)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñ ñîñòàâíûì îïåðàòîðîì G

ñîäåðæèò âñþ èíôîðìàöèþ î ïîëþñàõ êîíñòàíòû ðåíîðìèðîâêè Z.

Àìïóòàöèÿ âíåøíèõ ïðîïàãàòîðîâ áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ.

3.2. Èíñòàíòîííûé àíàëèç

Êàê è â ãëàâå 1 âîñïîëüçóåìñÿ îïèñàííîé â ï. 0.5. ïðîöåäóðîé âûäåëå-

íèÿ N -òîãî ÷ëåíà ðÿäà êâàíòîâî-ïîëåâîé òåîðèè âîçìóùåíèé è èñïîëüçóåì
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ôîðìóëó Êîøè (22).

Ñëåäóÿ ìåòîäó ïåðåâàëà, âûíåñåì áîëüøîé ïàðàìåòð N â äåéñòâèè S ñ

ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ çàìåí ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ

{cl, c′l} → {N 1/2cl, N
1/2c′l}, x→

√
Nx, u→ Nβu, (3.12)

ðàñòÿæåíèå ïåðåìåííîé x íåîáõîäèìî â ñâÿçè ñî ñâÿçüþ ìåæäó x è cl â

ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ èíòåãðàëîâ â (3.1, 3.2). Àíàëîãè÷íûå çàìåíû â íîðìè-

ðîâî÷íîì ìíîæèòåëå ℵ ñîêðàùàþò äåòåðìèíàíò, âîçíèêàþùèé ïðè òàêîé

çàìåíå.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî c′l, cl è u â G
[N ] áóäåì îñóùåñòâëÿòü ìåòîäîì

ñòàöèîíàðíîé ôàçû. Îñíîâíîé âêëàä â G[N ] ïðè N →∞ äàåò îáëàñòü èíòå-

ãðèðîâàíèÿ â îêðåñòíîñòè èíñòàíòîíà � çíà÷åíèé c̄st, c
′
st, ust, ðåàëèçóþùèõ

ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ, ò.å. ðåøåíèé óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîñòè.

Àíàëîãè÷íî ï. 2.4. ñèììåòðèÿ ìîäåëè íàðóøàåòñÿ òîëüêî âåêòîðîì x,

òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííî ïîëîæèòü âåêòîðà cl è c′l êîëëèíåàðíûìè x

è èñêàòü èõ ìîäóëè cl è c′l. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå áûëî óñïåøíî èñïîëü-

çîâàíî â èíñòàíòîííîì àíàëèçå îáû÷íîé ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà [72].

Ïðè òàêîì ïîäõîäå óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ïðîåöèðóþòñÿ íà âåêòîð x,

à êîððåëÿòîð ñêîðîñòè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

D(x) =
D0

|x|2β
,

D0 îïðåäåëåíî â (2.19).

Ðàññìàòðèâàåìîå äåéñòâèå òåîðèè ñèíãóëÿðíî ïî ε âñëåäñòâèå ïðèñóò-

ñòâèÿ êîíñòàíò Zν, Zg â äåéñòâèè, à òàêæå ñòåïåííîãî ïîâåäåíèÿ êîððåëÿ-

òîðà D. Â [109] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñèíãóëÿðíîñòè ìîãóò

êîððåêòíî ðàññìàòðèâàòüñÿ ëèøü â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé è äîëæíû

áûòü âûíåñåíû â ïðåäýêñïîíåíòó ïåðåä âû÷èñëåíèåì èíñòàíòîííîãî âêëà-

äà. Òàêîå èçâëå÷åíèå ñèíãóëÿðíîñòåé íåîáõîäèìî èç-çà ïðèñóòñòâèÿ äâóõ
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áîëüøèõ ïàðàìåòðîâ: 1/ε, ñâÿçàííîãî ñ ðåãóëÿðèçàöèåé, è ïàðàìåòðà ìåòî-

äà ïåðåâàëà (ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé) N , à â ðàìêàõ ìåòîäà ðåíîðìà-

ëèçàöèîííîé ãðóïïû ïðîèçâåäåíèå Nε äîëæíî ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàëîå

ïðè èñïîëüçîâàíèè èíñòàíòîííîãî àíàëèçà [109]. Òàêèì îáðàçîì, ýêñïîíåí-

öèàëüíûé ÷ëåí â (3.10) äîëæåí áûòü ïðåäñòàâëåí â ôîðìå

exp(S) = exp(Sreg + Ssing) = exp(Sreg)
∞∑
p=0

1

p!
(Ssing)

p, (3.13)

ãäå

Sreg = S
∣∣∣
Zu=1
Zν=1

, Ssing = −ν(Zν − 1)(c′
2
1 + c′

2
2) + (Zu − 1)Su.

Òåïåðü òîëüêî Sreg îïðåäåëÿåò èíñòàíòîí. Â îáû÷íîé ìîäåëè Êðåé÷íàíà â

[72] ýòîò ïîäõîä îïðàâäûâàëñÿ ñðàâíåíèåì ðàññ÷èòàííîãî ðàäèóñà ñõîäè-

ìîñòè ñ òî÷íî èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.13) ïîä çíà-

êîì èíòåãðàëà
∮
du/uN+1 âåäóò ñåáÿ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íî è äàþò ðàçíûå

ðåçóëüòàòû ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà ïåðåâàëà.

Ðåíîðìèðîâî÷íûå êîíñòàíòû Zν, Zu â ñõåìå ìèíèìàëüíûõ âû÷èòàíèé

(minimal subtraction, MS) èìåþò ñëåäóþùèé âèä

Z = 1 +
�u+ �u2 + ...+ �uN + ...

ε
+

�u2 + �u3 + ...

ε2
+ ... (3.14)

Çäåñü � � íåêîòîðûå ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû. Òàêèì îáðàçîì, ÷ëåíû (Z−

1) ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ñèíãóëÿðíûìè ïðè ε→ 0.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè íà c1 è c
′
1 ñïðîåöèðîâàííûå íà âåê-

òîð x

δS

δc1(ζ)
= 0 ⇒ uc′1(ζ)∂ζ ([D11c

′
1](ζ) + [D12c

′
2](ζ)) = −i∂ζc′1∂ζc1, (3.15)

δS

δc′1(ζ)
= 0 ⇒ −2νc′1(ζ) + i∂ζc1(ζ)− u([D11c

′
1](ζ) + [D12c

′
2](ζ)) = 0,

(3.16)
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ãäå

[Dlkc
′
k](ζ) ≡

∫
dτkD(cl(ζ)− ck)c

′
k, l, k = 1, 2.

Âêëàä èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â (3.15) ìîæåò áûòü èñêëþ÷åí ñ ïîìî-

ùüþ óðàâíåíèÿ (3.16) ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðîäèôôåðåíöèðóåì (3.16) ïî

âðåìåíè ζ

∂ζ
δS

δc′1(ζ)
= 0 ⇒ −2ν∂ζc

′
1 + i∂2

ζ c1 − u∂ζ ([D11c
′
1] + [D12c

′
2]) = 0,

âûðàçèì u∂ζ([D11c
′
1] + [D12c

′
2]) è ïîäñòàâèì â (3.15)

i∂2
ζ c1 − 2ν∂ζc

′
1 + i

∂ζc
′
1∂ζc1

c′1(ζ)
= 0. (3.17)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿä-

êà, êîòîðîå ìîæåò áûòü ðåøåíî îòíîñèòåëüíî ∂ζc1(ζ). Àíàëîãè÷íûå âû÷èñ-

ëåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ ïîëÿ c2.

Ðåøåíèå óðàâíåíèå (3.17), äàåò ïåðâûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ

∂ζcl(ζ) =
F

c′l(ζ)
− iνc′l(ζ), l = 1, 2

â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð F , êàæäîìó çíà÷åíèþ êî-

òîðîãî ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíîå ðåøåíèå ñî ñâîèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ íå ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû àíàëèòè÷åñêè äëÿ ïðî-

èçâîëüíûõ F . Íå ñìîòðÿ íà ýòî, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå F = 0 óäàåòñÿ íàéòè

èíñòàíòîí, êîòîðûé, ê ñ÷àñòüþ, îïðåäåëÿåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èñ-

ñëåäóåìûõ êîíñòàíò ðåíîðìèðîâêè.

3.3. ×àñòíîå ðåøåíèå

Ðàññìîòðèì ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.17) ïðè F = 0 è íàéäåì äëÿ

íåãî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïîäñòàâèì ðåøåíèÿ

c′l(ζ) =
i∂ζcl
ν

, l = 1, 2 (3.18)
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â âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ ïî c′l (3.15, 3.16).

∂ζc1(ζ) = −u
ν

( t0∫
t1

dζ ′D(c1(ζ)−c1(ζ
′))∂ζ ′c1(ζ

′)+

t2∫
t0

dζ ′D(c1(ζ)−c2(ζ
′))∂ζ ′c2(ζ

′)
)
.

Èñïîëüçóåì òîæäåñòâî dτl∂cl = dcl

∂ζc1(ζ) = −u
ν

( x0∫
x1

dzD(c1(ζ)− z) +

x2∫
x0

dzD(c1(ζ)− z)
)

è ïåðåïèøåì ðåçóëüòàò â ñëåäóþùåì âèäå

−∂ζcl =
u

ν

x2∫
x1

D(cl(ζ)− z)dz, l = 1, 2.

Ïîñëåäíåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ñ ëåãêîñòüþ ïðîèí-

òåãðèðîâàíî, ÷òî ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ íà ïîëÿ cl(ζ) â êâàäðàòóðàõ

c1(ζ)∫
x1

dc∫ x2
x1
D(c− z)dz

= −u(ζ − t1)
ν

,

c2(ζ)∫
x0

dc∫ x2
x1
D(c− z)dz

= −u(ζ − t0)
ν

. (3.19)

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàëû â ïîñëåäíèõ ôîðìóëàõ ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå àíà-

ëèòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè è, òàêèì îáðàçîì, ñèíãóëÿðíîñòü â z = c óñòðà-

íÿåòñÿ.

Ïîäñòàâèì ÿâíîå âûðàæåíèå êîððåëÿòîðà ñêîðîñòè D(c) = D0/|c|2β

(2.18) â (3.19) è ïîëó÷èì èñêîìûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (ñì. Ïðèëîæåíèå 2)

1

T1

x(1)/x∫
0

f(v)dv =
uD0

x2−ε(1− ε)ν
=

1

T2

x(2)/x∫
0

f(v)dv, (3.20)

ãäå ââåäåíà ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ f(v)

f(v) =
v1−ε(1− v)1−ε

v1−ε + (1− v)1−ε .
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñëó÷àé F = 0 äàåò ðåøåíèå äëÿ ïîëåé c1, c2 â êâàä-

ðàòóðàõ (3.19).

Èñõîäíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ðàñ÷åòå F ïî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, îïðåäå-

ëÿåìûìè ïåðåìåííîé x(T ) è ïîñëåäóþùåì ïîñòðîåíèè èíñòàíòîíà. Óðàâ-

íåíèå (3.20) äàåò îòâåò â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñ êîíêðåòíûì çíà÷åíèåì |x|.

Íàøà îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè íåçàâèñèìîñòè ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ êîíñòàíò ðåíîðìèðîâêè îò èìïóëüñà q. Âêëþ÷èì ïåðåìåí-

íûå x, x0, t0 â ìåòîä ïåðåâàëà, âûáåðåì èìïóëüñ q òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè íà x â òî÷íîñòè ñîâïàäàëî ñ ðåçóëüòà-

òîì, ïîëó÷åííûì ïîñðåäñòâîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (3.20), ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî ñëó÷àþ F = 0. Òîãäà ìû ñìîæåì èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííîå àíàëèòè÷åñêè

÷àñòíîå ðåøåíèå è ðåøèòü çàäà÷ó áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè íà x, x0, t0. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì

äåéñòâèå íà ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèÿõ ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ (3.18). Òîãäà

Sst = −iqx + Sust, ãäå

Sust = −u
2

[ t0∫
t1

dτ1dτ
′
1c
′
1(τ1)D(c1(τ1)− c1(τ

′
1))c

′
1(τ
′
1)+

+

t2∫
t0

dτ2dτ
′
2c
′
2(τ2)D(c2(τ2)− c2(τ

′
2))c

′
2(τ
′
2)+

+ 2

t0∫
t1

dτ1

t2∫
t0

dτ2c
′
1(τ1)D(c1(τ1)− c2(τ2))c

′
2(τ2)

]
= (ó÷èòûâàÿ 3.18)

=
u

2ν2

[ x0∫
x1

dxdyD(x− y) +

x2∫
x0

dxdyD(x− y) + 2

x0∫
x1

dx

x2∫
x0

dyD(x− y)
]

=

=
u

2ν2

x2∫
x1

dxdyD(x− y).
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Èòîãî, äëÿ äåéñòâèÿ Sst èìååì

Sst = −iqx +
u

2ν2

x2∫
x1

dxdyD(x− y).

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë àíàëîãè÷íî Ïðèëîæåíèþ 2, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

Sst = −iqx− uD0

ν2ε(1− ε)
xε. (3.21)

Äëÿ äåéñòâèÿ (3.21) â ñëó÷àå F = 0 ëåãêî íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ñòàöèî-

íàðíîñòè ïî x, x0, t0
δS

δt0
≡ 0 (3.22)

δS

δx0
≡ 0 (3.23)

δS

δx
= 0 ⇒ iqν2

u
=

x∫
0

D(z)dz. (3.24)

Êðîìå òîãî íåîáõîäèìî ó÷åñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.20), âûòåêàþùèå

èç âûáîðà ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ïðè F = 0. Îòìåòèì, ÷òî íåòðèâèàëüíîå óðàâ-

íåíèå ñòàöèîíàðíîñòè íà x0 îêàçûâàåòñÿ íóëåâûì ïðè F = 0.

Ðåøèâ óðàâíåíèå (3.24), ïîëó÷èì ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå q äëÿ ñëó÷àÿ

F = 0

q = q0 =
iD0u

(1− ε)x1−εν2
, x2−ε = x2−ε

st =
uD0T/2

(1− ε)ν
1/2∫
0

f(v)dv

. (3.25)

Äåéñòâèå S (3.3) â òî÷êå ñòàöèîíàðíîñòè ïðè Zν = 1, Zu = 1

Sst = −iq0xst −
uD0x

ε
st

ν2ε(1− ε)
= −uD0x

ε
st

ν2ε
. (3.26)
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×òî êàñàåòñÿ ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûõ ôàêòîðîâ (3.1), (3.2) â òî÷êå ñòà-

öèîíàðíîñòè, òî äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà íàì áóäåò äîñòàòî÷íî óêàçàòü,

÷òî

Iν ∼ 1/x2−2ε, Ig ∼ 1/x2−ε.

Â äàííîé çàäà÷å óäîáíî ïåðåéòè â èìïóëüñíî-÷àñòîòíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ýòî äîáàâëÿåò äîïîëíèòåëüíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé T . ×èñëåí-

íîå çíà÷åíèå ÷àñòîòû íå èãðàåò ðîëè ïðè âû÷èñëåíèè êîíñòàíò ðåíîðìè-

ðîâêè, òàê ÷òî ïîëîæèì ÷àñòîòó ðàâíîé íóëþ.

3.4. Âûäåëåíèå ïðîñòûõ ïîëþñîâ ïî ε

Èç ðàâåíñòâà (3.9) î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòûå ïîëþñà ïî ε â G ñîäåðæàò âñþ

íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ î ïîëþñàõ ðåíîðìèðîâî÷íûõ êîíñòàíò Z, ñêåé-

ëèíãîâûå ðàçìåðíîñòè, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿþòñÿ âû÷åòàìè â ïðîñòûõ

ïîëþñàõ ïî ε êîíñòàíò ðåíîðìèðîâêè.

Èç D0(ε) = a1 + a2 (2.18) è (26) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèþ D0(ε) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

D0(ε) ≡ A+ εB(ε), B(ε) = B0 +B1ε+O(ε2). (3.27)

Òîãäà ìîæíî ïåðåïèñàòü äåéñòâèå (3.26)

Sst = −uA
ν2ε
− uA(xεst − 1)

ν2ε
− uB(ε)xεst

ν2
. (3.28)

Ïîñêîëüêó ïåðâûé ÷ëåí ýòîãî âûðàæåíèÿ ñèíãóëÿðåí ïðè ε → 0, òî, êàê

áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 3.2. åãî íåîáõîäèìî âûíåñòè ïðåäýêñïîíåíöèàëü-

íûì ìíîæèòåëåì àíàëîãè÷íî (3.13). Âòîðîé ÷ëåí òàêæå ñèíãóëÿðåí ïðè

ìàëûõ ε âñëåäñòâèå åãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïî xst (äîêàçàòåëü-

ñòâî ýòîãî ôàêòà ïðèâåäåíî â êîíöå ýòîãî ðàçäåëà). Â ðåçóëüòàòå, åäèí-

ñòâåííûì ðåãóëÿðíûì âêëàäîì â äåéñòâèå Sst (3.28) îñòàåòñÿ òîëüêî òðåòèé
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÷ëåí. Ïåðåïèøåì (3.13) ñ ó÷åòîì ñëåäóþùèõ ïåðåîáîçíà÷åíèé Sreg → S̄reg,

Ssing → S̄sing

S̄sing = Ssing −
uA

ν2ε
− uA(xεst − 1)

ν2ε
.

Ïîäñòàâëÿÿ xst (3.25) â ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü äåéñòâèÿ (3.28), ïîëó÷èì

S̄reg = (uT ε/2)2/(2−ε)P (ε),

P (ε) ≡ −B(ε)

ν2

(
D0

(1− ε)ν2
∫ 1/2

0 f(v)dv

)ε/(2−ε)

. (3.29)

Òîãäà èññëåäóåìûé ñîñòàâíîé îïåðàòîð ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

G[N ] = N−N(1−ε)
∮

du

uN+1

∫
dTZ(T, u, ε) exp(NS̄reg(ε, T ))×

×
∞∑
p=0

1

p!
(S̄sing)

p(1 +O(N−1)). (3.30)

Çäåñü ìíîæèòåëü Z âêëþ÷àåò I (3.8) â òî÷êå ñòàöèîíàðíîñòè è âêëàä îò

ôëóêòóàöèîííîãî èíòåãðàëà ñ íîðìèðîâî÷íûì ìíîæèòåëåì ℵ. O(N−1) ïî-

êàçûâàåò òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ïðè N →∞.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ àìïóòèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà ñîñòàâíîãî îïåðàòî-

ðà äîëæíà áûòü áåçðàçìåðíîé. Äëÿ òîãî ÷òîáû ó÷åñòü ýòîò ôàêò âûäåëèì

íåîáõîäèìûé ìíîæèòåëü T−1 èç Z. Òîãäà èíòåãðàë ïî T ðàñõîäèòñÿ ëîãà-

ðèôìè÷åñêè, âñëåäñòâèå ÷åãî îí íå ìîæåò áûòü èññëåäîâàí ñ ïîìîùüþ ìå-

òîäà ñòàöèîíàðíîé ôàçû. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â õîðîøî èçó-

÷åííîé ìåòîäàìè èíñòàíòîííîãî àíàëèçà ñòàòè÷åñêîé ìîäåëè φ4, â êîòîðîé

ðîëü ðàñõîäÿùåãîñÿ ïàðàìåòðà èíòåãðèðîâàíèÿ T èãðàåò ìàñøòàáíûé ïà-

ðàìåòð â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå. [61, 109]

Ââåäåì íîâóþ áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ

ū ≡ uT ε/2
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Òîãäà âûðàæåíèå

G[N ] = N−N(1−ε)
∫

dT

T 1−Nε/2

∮
dū

ū
Z(ū, ε)×

× exp
(
N
[
P (ε)ū

2
2−ε − ln ū

]) ∞∑
p=0

1

p!
(S̄sing)

p(1 +O(N−1)) (3.31)

ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî ïî T â ÓÔ îáëàñòè (ìàëûå T ), ÷òî äàñò

ïðîñòîé ïîëþñ 2/(Nε). Ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ T

îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðåäïîëàãàåìîé ÈÊ ðåãóëÿðèçàöèåé. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæè-

òåëü Z íå äàåò âêëàäà â óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè, ïîñêîëüêó íå çàâèñèò

îò N . Òàêæå, ýòîò ìíîæèòåëü íå èçìåíÿåò ïðîñòîé ïîëþñ Nε, ïî êðàéíåé

ìåðå, â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî 1/N .

Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî ðàçëè÷èå íà ε ðàçìåðíîñòåé Ig è Iν çäåñü ñòà-

íîâèòñÿ íåñóùåñòâåííûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ūN ∼ TNε/2 ìíîæèòåëåì, ïîýòîìó

ðàçëîæåíèå êîíñòàíò ðåíîðìèðîâêè Zg è Zν èìåþò îäíîòèïíûå àñèìïòî-

òèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Èññëåäóåì èíòåãðàë ïî ū ìåòîäîì ïåðåâàëà. Óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè

èìåþò ñëåäóþùèé âèä

∂
[
P (ε)ū

2
2−ε − ln ū

]
∂ū

= 0, îòêóäà ū
2

2−ε
st =

1− ε/2
P (ε)

.

Òàêèì îáðàçîì, â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî N

G[N ] = C(ε)N−N(1−ε)+ρ 2

Nε
e(ε/2−1)

( P (ε)e

1− ε/2

)(N+1)(1−ε/2)
∞∑
p=0

1

p!
(S̄sing)

p.

Ìíîæèòåëü C(ε)Nρ ïîÿâëÿåòñÿ èç âêëàäà Z(ūst, ε) è ôëóêòóàöèîííîãî èí-

òåãðàëà ïî ū, ρ � êîíñòàíòà.

Îáñóäèì ðàñõîäèìîñòè ïî ε. Ïðîñòûå ïîëþñà ïî ε ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ïðè

óìíîæåíèè âûñøèõ ïîëþñîâ ïðåäýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ S̄sing íà

ðåãóëÿðíûå ïî Nε âêëàäû ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷ëåíà exp(Sreg(ε)). Òàêèì



82

îáðàçîì, â âûáðàííîé ñõåìå ìèíèìàëüíûõ âû÷èòàíèé âñå ÷ëåíû ñóììû

çà èñêëþ÷åíèåì p = 0 äàþò òàêîé æå âêëàä â ðåçóëüòàò, êàê è âñå êî-

ýôôèöèåíòû â (3.14). Ìû èçáàâèìñÿ îò ýòèõ ÷ëåíîâ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé

ðåíîðìèðîâêè. Ðàñòÿíåì ïàðàìåòð ðàçëîæåíèÿ

uD0(ε)→ κ(ε)uD0(ε).

Ýòà ðåíîðìèðîâêà ýêâèâàëåíòíà ðàñòÿæåíèþ êîððåëÿòîðà ñêîðîñòè è, ñëå-

äîâàòåëüíî, íå âëèÿåò íà ñêåéëèíãîâûå ðàçìåðíîñòè. Âûáåðåì κ(ε) òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü äåéñòâèÿ ïîòåðÿëà çàâèñèìîñòü îò Nε

( P (ε)e

1− ε/2

)(1−ε/2)

→
( P (ε)e

1− ε/2

)(1−ε/2)

∣∣∣∣∣
ε=0

≡ K0.

Îòñþäà î÷åâèäíî, ÷òî

K0 = −B0e

ν2
ïðè ε→ 0.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà κ

κD − A
ε

κ
ε

2−ε = L(ε), (3.32)

ãäå

L(ε) ≡ −2− ε
2

ν2

e
K

2
2−ε
0

(
D0

2ν(1− ε)
∫ 1/2

0 f(v)dv

)− ε
2−ε

(3.33)

Âû÷èñëèì κ â âèäå ðÿäà ïî ε

κ = κ0 + κ1ε+ κ2ε
2 +O(ε3). (3.34)

Ðàñêëàäûâàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.32) ïî ε, ïîëó÷èì ñ òî÷-



83

íîñòüþ äî O(ε3)

A(κ0 − 1) + ε
[
Aκ1 +B0κ0 + A(κ0 − 1)

lnκ0

2

]
+

+ ε2
[
A(κ0 − 1)

κ1

2κ0
+B1κ0 +B0κ1 + Aκ2 + (B0κ0 + Aκ1)

lnκ0

2
+

+
A(κ0 − 1)

4
(lnκ0 +

ln2 κ0

2
)
]

=

= B0ε−
B0

2
ln

6Aν

−B0
ε2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó íà êîýôôèöèåíòû (3.34)

A(κ0 − 1) = 0

Aκ1 +B0κ0 + A(κ0 − 1) lnκ0

2 = B0

A(κ0 − 1) κ1

2κ0
+B1κ0 +B0κ1 + Aκ2 + (B0κ0 + Aκ1)

lnκ0

2 +

+A(κ0−1)
4 (lnκ0 + ln2 κ0

2 ) = −B0

2 ln 6Aν
−B0

,

(3.35)

èç êîòîðîé èìååì

κ(ε) = 1 +
(B0

2A
ln
−B0

6Aν
− B1

A

)
ε2 +O(ε3),

ãäåA,B0,B1 îïðåäåëåíû â (3.27). Ïîñëå ýòîãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ âñå ïîëþñà

ïî ε èç ñóììû ïî p ïåðåñòàþò äàâàòü âêëàäû â ïðîñòîé ïîëþñ. Â ðåçóëüòàòå

îáñóæäàåìàÿ ðàñõîäèìîñòü äàåò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

res
ε→0

G[N ] = ConstNConstKN
0 /N !, N →∞,

ñîîòâåòñòâóþùåå êîíå÷íîìó ðàäèóñó ñõîäèìîñòè ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé

ôóíêöèè G.

Â çàâåðøåíèå ðàçäåëà ïîêàæåì, ÷òî âòîðîé ÷ëåí (3.28) íå èçìåíÿåò

ïîëó÷åííîãî îòâåòà. Äåéñòâèòåëüíî, åãî ïîâåäåíèå ïî x ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèô-

ìè÷åñêèì. Òîãäà, íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ lnx ∼ lnT (3.25) â

(3.31) ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ îïåðàöèè d/d(Nε) íà TNε/2 â (3.31), êîòîðàÿ



84

íå ìîæåò ïîðîäèòü ïðîñòîé ïîëþñ ïî ε, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìîå âûðà-

æåíèå íå ñîäåðæèò ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïî ε âêëàäîâ. Äåòàëüíî ýòîò âîïðîñ

áûë ðàññìîòðåí äëÿ ñõîäíîé çàäà÷è â [109].

Ñëåäóþùèì øàãîì ïðè èçó÷åíèè àñèìïòîòèê êîíñòàíò ðåíîðìèðîâêè

áóäåò ðàñ÷åò lnG(u), âûäåëåíèå ðàñõîäèìîñòè N -ãî ïîðÿäêà òåîðèè âîçìó-

ùåíèé ïðè ε = 0 è ðàññìîòðåíèå ôîðìóëû (3.9).

3.5. Ìåòîä ðåïëèê

Îäíèì èç ïðîñòåéøèõ ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü ëîãàðèôì ïðîèçâîëüíîãî

èíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðåïëèê

[62, 110, 111], îñíîâàííûé íà ñëåäóþùåé ôîðìóëå

ln

∫
dTf(T ) = lim

r→0

∂

∂r

r−1∏
α=0

∫
dTαf(Tα). (3.36)

Â ðåçóëüòàòå, ïåðåìåííàÿ T ñòàíîâèòñÿ r-ìåðíûì âåêòîðîì â ðåïëè÷-

íîì ïðîñòðàíñòâå [62]. Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòîé ôîðìóëîé ïî îòíîøåíèþ

ê ôóíêöèè G, ïîëó÷èì âûðàæåíèå ñõîäíîå ñ (3.30), â êîòîðîì èíòåãðàëû

äîëæíû áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå∮
du

uN+1

∫
(
r−1∏
α=0

dTα) exp(NS̄reg)Z({Tα}r−1
α=0), (3.37)

S̄reg =
r−1∑
α=0

(uT ε/2α )2/(2−ε)P (ε),

çäåñü ìíîæèòåëü Z çàâèñèò îò ðåïëè÷íûõ ïåðåìåííûõ {Tα}. Òåì íå ìåíåå,

èçâåñòíî, ÷òî âûðàæåíèå, èññëåäóåìîå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåïëèê òàêæå

áåçðàçìåðíî èç-çà íàëè÷èÿ âêëàäà Z. Êðîìå òîãî, âûðàæåíèå ïðè ìàëûõ r

äîëæíî áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî r. Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàöèÿ lim
r→0

∂/∂r â (3.36)

äàñò íåòðèâèàëüíûé êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ìåòîä ïåðåâàëà íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåí âî âñåõ èíòå-

ãðàëàõ (3.37): ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí èç èññëåäóåìûõ èíòåãðàëîâ èìååò íå

ñòàöôàçíóþ ñòðóêòóðó. Ìû íàáëþäàëè àíàëîãè÷íóþ ñèòóàöèþ â ïðåäûäó-

ùåì ðàçäåëå â ñëó÷àå èíòåãðàëà ïî T .

Äîïóñòèì, ìû èñêëþ÷èëè èç ðàññìîòðåíèÿ ìåòîäîì ïåðåâàëà èíòåãðàë

ïî T0. Íàáîð îñòàâøèõñÿ ïåðåìåííûõ {Tα}r−1
α=1 èìååò íóëåâîå ðåøåíèå â

òî÷êå ñòàöèîíàðíîñòè, è, òàêèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå äëÿ ust çà-

âèñèò òîëüêî îò T0. Ïîñêîëüêó T0 áûëî âûáðàíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì,

òî ôàêòè÷åñêè ìû ïîñòðîèëè r èäåíòè÷íûõ èíñòàíòîíîâ â ðåïëè÷íîì ïðî-

ñòðàíñòâå, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ìíîæèòåëÿ r, êîòîðûé ïîçâîëÿåò

êîððåêòíî ïðîâåñòè îïåðàöèþ lim
r→0

∂/∂r.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî T0 äîëæíî áûòü ðàññìîòðåíî àíàëîãè÷íî èíòåãðè-

ðîâàíèþ ïî T â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ÷òî ïðèâåäåò ê òîìó æå ðåçóëüòàòó

res
ε→0

lnZ = ConstNConstKN
0 /N !, N →∞. (3.38)

Âû÷èñëåíèå Const â ýòîé ôîðìóëå íå ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî áåç ÿâíîãî

âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà, íî ýòà çàäà÷à âûõîäèò çà ðàìêè

äèññåðòàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìà (3.38) äîêàçûâàåò, ÷òî èññëå-

äóåìûå ðÿäû èìåþò êîíå÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.

Â ïðèíöèïå, ôóíêöèÿ lnZ ìîæåò ñîäåðæàòü ñèíãóëÿðíîñòè, êîòîðûå ëå-

æàò âíóòðè íàéäåííîãî íàìè ðàäèóñà ñõîäèìîñòè, îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùèå

âêëàäû ïðèíöèïèàëüíî íàõîäÿòñÿ âíå ðàìîê ìåòîäà ïåðåâàëà â ôóíêöèî-

íàëüíîì èíòåãðàëå.
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ÃËÀÂÀ 4
ÌÎÄÅËÜ ÎÁÓÕÎÂÀ-ÊÐÅÉ×ÍÀÍÀ Ñ

�ÇÀÌÎÐÎÆÅÍÍÛÌ� ÏÐÎÄÎËÜÍÛÌ ÏÎËÅÌ
ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÑÊÎÐÎÑÒÈ: ÈÍÑÒÀÍÒÎÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ

ÏÐÅÄÅËÀ ÑÈËÜÍÎÉ ÑÂßÇÈ

4.1. Àñèìïòîòèêà ñèëüíîé ñâÿçè â ìîäåëè ñ ïðîäîëüíûì
êîððåëÿòîðîì ñêîðîñòè

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû èññëåäóåì àñèìïòîòèêó ñèëüíîé ñâÿçè ìîäåëè

Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà ñ �çàìîðîæåííûì� ïîëåì ñëó÷àéíîé ñêîðîñòè.

Àñèìïòîòèêà ñèëüíîé ñâÿçè � ñëîæíàÿ è èíòåðåñíàÿ ïðîáëåìà, èññëå-

äóåìàÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôèçèêè. Ýòà ïðîáëåìà õàðàêòåðíà äëÿ çàäà÷

ñ ñèëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì, òî åñòü äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ êîíñòàíòà (êîí-

ñòàíòû) âçàèìîäåéñòâèÿ áîëüøå 1, âñëåäñòâèå ÷åãî èññëåäîâàíèå ïîäîáíûõ

ìîäåëåé íå ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïðèâåäåì

íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òåîðèé, â êîòîðûõ âàæíóþ ðîëü èãðàåò èçó÷åíèå ïðå-

äåëà ñèëüíîé ñâÿçè.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü ñòîèò îòìåòèòü êâàíòîâóþ õðîìîäèíàìèêó, îïèñûâà-

þùóþ ñèëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

Òàêæå ñòîèò âñïîìíèòü î ìîäåëè ϕ4, îïèñûâàþùåé ôàçîâûé ïåðå-

õîä âòîðîãî ðîäà, â êîòîðîé ïðåäåë ñèëüíîé ñâÿçè èíòåðåñåí ñàì ïî ñåáå

[112, 113], êðîìå òîãî, ïðîâîäèëîñü ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ èññëåäîâàíèé.

Îá àêòóàëüíîñòè äàííîé ïðîáëåìû ãîâîðèò, íàïðèìåð, ðÿä ðàáîò îïóáëè-

êîâàííûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ (ñì. [114, 115, 116, 117] è ññûëêè â íèõ), â

êîòîðûõ âåäåòñÿ àêòèâíàÿ äèñêóññèÿ ïî èçó÷åíèþ àñèìïòîòèêè ôóíêöèè

Ãåëë-Ìàííà-Ëîó (ÔÃË) β(g) ïðè g →∞. ÔÃË îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå èíâà-

ðèàíòíîãî çàðÿäà íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ. Ðàáîòû ïîñâÿùåíû âîññòàíîâëå-

íèþ ÔÃË ïî åå àñèìïòîòè÷åñêîìó ðÿäó, ïåðâûå ÷ëåíû êîòîðîãî âû÷èñëåíû

ïî òåîðèè âîçìóùåíèé è âûÿâëåíèþ èíòåðâàëà çíà÷åíèé êîíñòàíòû g äëÿ

ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíîãî çíà÷åíèÿ ÔÃË.
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Åùå îäíîé îáëàñòüþ èçó÷åíèÿ ïðåäåëà ñèëüíîé ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ ýôôåêò

Êîíäî [118]. Êîíäî ýôôåêò � àíîìàëüíàÿ òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ýëåê-

òðîñîïðîòèâëåíèÿ ñïëàâîâ íåìàãíèòíûõ ìåòàëëîâ (Cu, Al, Ag, La, Lu è äð.)

ñ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé - àòîìîâ ïåðåõîäíûõ (Fe,

Cr, Co, V) èëè ðåäêîçåìåëüíûõ (Ce, Yb, Tm) ýëåìåíòîâ. Àíîìàëèÿ ñîñòî-

èò â òîì, ÷òî ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû ýëåêòðîñîïðîòèâëåíèå òàêèõ

ñïëàâîâ ñíà÷àëà óáûâàåò ïî çàêîíó, òèïè÷íîìó äëÿ íåìàãíèòíûõ ìåòàë-

ëîâ, à çàòåì ïðè íåêîòîðîé õàðàêòåðíîé òåìïåðàòóðå (òåìïåðàòóðà Êîí-

äî) ïðîõîäèò ÷åðåç ìèíèìóì è äàëåå îñòà¼òñÿ êîíå÷íûì ïðè ïðèáëèæå-

íèè ê àáñîëþòíîìó íóëþ. Ýôôåêò Êîíäî èìååò êâàíòîâûé õàðàêòåð è

îáóñëîâëåí àíòèôåððîìàãíèòíûì îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðîíîâ

ïðîâîäèìîñòè íåìàãíèòíîãî ìåòàëëà ñ ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè - àòîìàìè

ñ íåçàïîëíåííûìè d- èëè f -ýëåêòðîííûìè îáîëî÷êàìè, èîíû êîòîðûõ â

ìåòàëëå îáëàäàþò ìàãíèòíûìè ìîìåíòàìè. Àíîìàëüíûå ÿâëåíèÿ îáúÿñíÿ-

þòñÿ òåì, ÷òî àìïëèòóäà îáìåííîãî ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè

íà ïðèìåñè, ïðèâîäÿùåãî ê èçìåíåíèþ ïðîåêöèè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ïðè-

ìåñè íà íàïðàâëåíèå ñïèíà ýëåêòðîíîâ, ýôôåêòèâíî ðàñò¼ò ñ ïîíèæåíèåì

òåìïåðàòóðû. Â ðåçóëüòàòå ðîñòà ýôôåêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðî-

íû ïðîâîäèìîñòè ñîçäàþò ïîâûøåííóþ ñïèíîâóþ ïëîòíîñòü âîêðóã àòîìà

ïðèìåñè è ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóþò å¼ ìàãíèòíûé ìîìåíò. Âñëåäñòâèå ýòî-

ãî ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû àòîì ïðèìåñè òåðÿåò ìàãíèòíûé ìîìåíò

è ïðèìåñíûé âêëàä â ýëåêòðîñîïðîòèâëåíèå âîçðàñòàåò. ßâëåíèå ðîñòà èí-

òåíñèâíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå ñèëüíîé ñâÿçè.

Àñèìïòîòèêà ñèëüíîé ñâÿçè â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ � ñëîæíàÿ è èí-

òåðåñíàÿ ïðîáëåìà (ñì., íàïðèìåð, [119], ãäå ìåòîäîì ïåðåñóììèðîâàíèÿ

èùåòñÿ òàêàÿ äëÿ òåîðèè φ4). Â äàííîì ñëó÷àå ïðîáëåìà ñèëüíîé ñâÿçè

ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîì èíñòàíòîííîãî àíàëèçà.

Âûøå ïðåäñòàâëåííîå èññëåäîâàíèå áûëî îðèåíòèðîâàíî íà ñòàíäàðò-
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íûé ÐÃ ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ÈÊ àñèìïòîòèê êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé

â ðàìêàõ ðåãóëÿðíîãî ε ðàçëîæåíèÿ [100].

Âûâåäåì óðàâíåíèå ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû äëÿ çàäà÷è (23) ñ êîð-

ðåëÿòîðîì ñêîðîñòè (24). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ îòêëèêà G ≡ Gν

(ñì. ï. 3.1.). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðåíîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ îòêëèêà

èìååò çàâèñèìîñòü îò ñëåäóþùèõ ïåðåìåííûõ

GR = GR(u, ν).

Òîãäà ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà

D̃µ = Dµ +
∑
e

(D̃µe)∂e, Dµ ≡ µ∂µ,

e = {u ≡ g2, ν}, µ - ðåíîðìèðîâî÷íàÿ ìàññà, ïîëó÷àåì

[Dµ + D̃µν∂ν + D̃µu∂u]GR = 0.

Ââîäÿ ïî îïðåäåëåíèþ

βu(u) ≡ D̃µu

è

γν =
D̃µν

ν
(4.1)

èìååì

[Dµ + γνDν + βu∂u]GR = 0, ãäå Dν ≡ ν∂ν. (4.2)

Çàïèøåì ìàñøòàáíîå óðàâíåíèå ïî èìïóëüñó è âðåìåíè. Â äåéñòâèå

(2.4) âõîäèò îïåðàòîð ∂t − ν∆. Òîãäà, ñòàíäàðòíî ïðèíèìàÿ êàíîíè÷åñêèå

ðàçìåðíîñòè

dq = −dx = 1, dω = −dt = 1

ïîëó÷èì dtν = −dt = 1, dqν = −2dq = −2 è ìàñøòàáíûå óðàâíåíèÿ ïî q è

t, ñîîòâåòñòâåííî

[Dµ + Dq − 2Dν]GR = 0, ãäå Dq ≡ q∂q
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[−Dt + Dν]GR = 0, ãäå Dt ≡ t∂t.

Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ óðàâíåíèé Dν, ïîëó÷èì

[Dµ + Dq − 2Dt]GR = 0

è, ó÷èòûâàÿ (4.2), èìååì óðàâíåíèå ÐÃ[
(2 + γν)Dt −Dq + βu∂u

]
GR = 0.

Ðàññìîòðèì ðåíîðìèðîâêó êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè

ν0 = νZν,

ãäå ν0 - çàòðàâî÷íûé (íåðåíîðìèðîâàííûé) êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, ν -

ðåíîðìèðîâàííûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, Zν - êîíñòàíòà ðåíîðìèðîâêè.

Ïîäåéñòâóåì íà ýòî âûðàæåíèå îïåðàòîðîì D̃µ. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà äàñò

0

0 = ZνD̃µν + νD̃µZν. (4.3)

Èç óðàâíåíèÿ (4.3) î÷åâèäíî

D̃µν = −νD̃µZν(g)

Zν
= −νβu∂uZν(g)

Zν
= −νβu∂u lnZν,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (4.1) èìååì

γν = −βu∂u lnZν. (4.4)

Òàêèì îáðàçîì, ëîãàðèôìû êîíñòàíò ðåíîðìèðîâêè îïðåäåëÿþò γ - ôóíê-

öèè � êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ÐÃ, à èõ çíà÷åíèÿ â ÈÊ-óñòîé÷èâîé ôèê-

ñèðîâàííîé òî÷êå u∗ ∼ ε ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñêåéëèíãîâûå ðàçìåðíî-

ñòè ïàðàìåòðîâ òåîðèè. Îäíàêî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè (23) ñ ïðî-

äîëüíûì êîððåëÿòîðîì ñêîðîñòè èçâåñòíî [97], ÷òî íåçàâèñèìî îò ïîðÿä-

êà òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ β�ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî β = −εu (îòêóäà
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γν = εu∂u lnZν). Ñëåäîâàòåëüíî, â ìîäåëè îòñóòñòâóåò ÈÊ óñòîé÷èâàÿ ôèê-

ñèðîâàííàÿ òî÷êà, èíâàðèàíòíûé çàðÿä â ÈÊ àñèìïòîòèêå ñòðåìèòñÿ ê áåñ-

êîíå÷íîñòè. ×àñòî â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî â ñèñòåìå èìååò

ìåñòî ôàçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà, è ÐÃ ïîäõîä íåïðèìåíèì.

Äåéñòâèòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ÐÃ îïðåäåëÿåò èí-

âàðèàíòíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ν̄ êàê

ν̄ = ν exp

(∫ t

0

γν(ū(τ))dτ

)
,

ãäå ū � èíâàðèàíòíûé çàðÿä, s ≡ q/µ, t ≡ ln s, t→ −∞ â ÈÊ îáëàñòè.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòíîãî çàðÿäà ∂tū = β(ū) è íà÷àëüíîå

óñëîâèå ū|t=0 = u, äàííîå âûðàæåíèå ñ ïîìîùüþ çàìåí

ū(τ) = f ⇒ dū

dτ
dτ = df ⇒ dτ =

df

β(ū)
=

df

−εf
,

[0; t]→ [u, ū]

ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó

ν̄ = ν exp

(
−
∫ ū

u

γν(f)df

εf

)
. (4.5)

Â îáëàñòè, ãäå èìïóëüñû q ïîðÿäêà âåëè÷èíû µ (ò.å. ïðè ìàëûõ |t|)

èíâàðèàíòíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì. Íàñ áóäåò

èíòåðåñîâàòü îáëàñòü ìàëûõ èìïóëüñîâ, êîãäà ū→∞.

Âñëåäñòâèå γν(u) ∼ u ïðè ìàëûõ u, ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå (4.5)

íå ðàñõîäèòñÿ, ïîâåäåíèå ν̄ îïðåäåëÿåòñÿ àñèìïòîòèêîé γν ïðè áîëüøèõ u,

ò.å. òàê íàçûâàåìîé àñèìïòîòèêîé ñèëüíîé ñâÿçè.

×òîáû îïðåäåëèòü àñèìïòîòèêó êîíñòàíòû Zν ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

êîíñòàíòû ñâÿçè u, èñïîëüçóåì (3.9)

res
ε→0

lnZ = − res
ε→0

ln

∫
dx0dt0G
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ñ G, îïðåäåëåííûì èç (3.1)

∂GR

∂ν
= Zν

∫
dx0dt0

∫ c1(t1)=x1

c1(t0)=x0

Dc1

∫ c2(t2)=x2

c2(t0)=x0

Dc2

∫
Dc′1Dc′2Iνe

S

è âûíåñåì áîëüøîé ïàðàìåòð èç äåéñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â äåéñòâèè

S (3.3)

S = −iq(x2 − x1)− νZν(c′21 + c′22 ) + ic′1∂c1 + ic′2∂c2 + ZuSu,

Su = −u
2

(
c′1i(τ1)Dij(c1(τ1)−c1(τ

′
1))c

′
1j(τ

′
1)+c

′
2i(τ2)Dij(c2(τ2)−c2(τ

′
2))c

′
2j(τ

′
2)+

+ 2c′1iDij(c1 − c2)c
′
2j

)
, u ≡ g2

ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàìåíû ïåðåìåííûõ:

cl, c
′
l → u1/(2−ε)cl, c

′
l, x→ u2/(2−ε)x.

Ïîñëå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé äåéñòâèå ïðèíèìàåò âèä u2/(2−ε)S|u=1. Ëåãêî

óâèäåòü, ÷òî óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè è èõ ðåøåíèÿ áóäóò òåìè æå, êàê

è â ðàçäåëå 3.2. çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî òåïåðü íóæíî ïîëîæèòü u = 1,

è âåëè÷èíà u íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âñëåäñòâèå (3.25, 3.26), äåéñòâèå â òî÷êå ñòàöèîíàðíîñòè èìååò âèä

Sst = −D0x
ε
st

ν2ε
= −D0

ν2ε

[ D0T

(1− ε)2ν
∫ 1/2

0 f(v)dv

]ε/(2−ε)
. (4.6)

Ôîðìóëà (3.28) ïðèìåò âèä

Sst = − A

ν2ε
− A(xεst − 1)

ν2ε
− B(ε)xεst

ν2
. (4.7)

Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì ðàçîáüåì äåéñòâèå íà ðåãóëÿðíûé è ñèíãóëÿðíûé

âêëàäû, Sreg → S̄reg, Ssing → S̄sing

S̄sing = Ssing −
A

ν2ε
− A(xεst − 1)

ν2ε
,
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S̄reg = T ε/(2−ε)P (ε), P (ε) ≡ −B(ε)

ν2

(
D0

(1− ε)ν2
∫ 1/2

0 f(v)dv

)ε/(2−ε)

.

Òîãäà èññëåäóåìûé ñîñòàâíîé îïåðàòîð ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

G[N ] = u2/(2−ε)
∫ ∞

0

dTZ(T, u, ε) exp(u
2

2−ε S̄reg(ε, T ))×

×
∞∑
p=0

1

p!
(S̄sing)

p(1 +O(N−1)). (4.8)

Òàê æå êàê è â (3.30) ìíîæèòåëü Z âêëþ÷àåò I (3.8) â òî÷êå ñòàöèîíàð-

íîñòè è âêëàä îò ôëóêòóàöèîííîãî èíòåãðàëà ñ íîðìèðîâî÷íûì ìíîæèòå-

ëåì ℵ. O(N−1) ïîêàçûâàåò òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ïðè N →∞.

Äëÿ îáåçðàçìåðèâàíèÿ àìïóòèðîâàííîé ôóíêöèè Ãðèíà ïðîâåäåì ðàç-

ìåðíûé àíàëèç Z, à òî÷íåå ñîäåðæàùåãîñÿ â íåì ïðåäýêñïîíåíöèàëüíîãî

ìíîæèòåëÿ Iν (3.6)

Iν =

∫
dtc′1

∫
dtc′2

T1T2
+ Zu

δ2Su
δx1δx2

.

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ðàçìåðíîñòü òîëüêî ïåðâîãî ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí-

ñòâà. Èòàê, ó÷èòûâàÿ ñâÿçü âðåìåíè è êîîðäèíàòû x2−ε ∼ T (3.25),∫
dtc′1

∫
dtc′2

T1T2

∣∣∣
st

= − 1

ν2

(x0 − x1)(x2 − x0)

T1T2
∼ T 2/(2−ε)

T 2
=

1

T (2−2ε)/(2−ε) .

Â ðåçóëüòàòå, àíàëîãîì (3.30) â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ

âû÷åòà â ïðîñòîì ïîëþñå Zν ïî ε

1

ε
res
ε→0

Zν ∼ u2/(2−ε)
∫ ∞

0

dT

T (2−2ε)/(2−ε) exp
(
−u2/(2−ε)T ε/(2−ε)|P (ε)|

)
. (4.9)

Çàìåíà τ = T ε/(2−ε) â ïðàâîé ÷àñòè (4.9) ïðèâîäèò ê

1

ε
res
ε→0

Zν ∼ u2/(2−ε) 2

ε

∫ ∞
0

dτ exp
(
−u2/(2−ε)τ |P (ε)|

)
. (4.10)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (4.10) äåéñòâèòåëüíî ñîäåðæèò

ïðîñòîé ïîëþñ ïî ε, à èññëåäóåìûé âû÷åò resZν âåäåò ñåáÿ êàê êîíñòàíòà
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ïðè u→∞. Ñëåäîâàòåëüíî γν(u) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â èññëåäóåìîé àñèìï-

òîòèêå.

Òàêèì îáðàçîì, â ÈÊ ïðåäåëå âûðàæåíèå (4.5) äåìîíñòðèðóåò ñëåäóþ-

ùåå ïîâåäåíèå

ν̄ → Const = ν exp

(∫ ∞
0

γν(ū(τ))dτ

)
.

Èòàê, íàáëþäàåòñÿ êîíå÷íûé ñêà÷îê êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè íà âå-

ëè÷èíó ∆ν̄ = ν − ν̄|q=0 ïðè ñòðåìëåíèè èìïóëüñà q → 0. Îòìåòèì çäåñü

íåêîòîðîå ñõîäñòâî ñ ôàçîâûì ïåðåõîäîì ïåðâîãî ðîäà, â êîòîðîì âåëè÷èíà

ν â íåêîòîðîì ñìûñëå èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, à òî÷êå ôàçîâîãî

ïåðåõîäà ñîîòâåòñòâóåò ÈÊ ïðåäåë.

4.2. Âûâîäû

Èññëåäîâàíèå àñèìïòîòèê âûñîêèõ ïîðÿäêîâ êâàíòîâî-ïîëåâûõ ðàçëî-

æåíèé êîíñòàíò ðåíîðìèðîâêè â ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà ñ �çàìîðî-

æåííûì� ïîëåì ñêîðîñòè áûëî ïðîâåäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì èíñòàíòîííî-

ãî àíàëèçà. Ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî ðàçëîæåíèÿ êîíñòàíò ðåíîð-

ìèðîâêè è ÐÃ-ôóíêöèé � êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ðåíîðìàëèçàöèîííîé

ãðóïïû, � èìåþò êîíå÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè, íåñìîòðÿ íà ôàêòîðèàëü-

íûé ðîñò ÷èñëà äèàãðàìì â âûñîêèõ ïîðÿäêàõ ðàçëîæåíèÿ.

Â äàííîé ìîäåëè èíñòàíòîííûé àíàëèç ïîçâîëèë òàêæå îïðåäåëèòü

àñèìïòîòèêó ñèëüíîé ñâÿçè êîíñòàíòû ðåíîðìèðîâêè Zν, ÷òî ïîçâîëèëî èñ-

ïîëüçîâàòü óðàâíåíèå ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÈÊ

àñèìïòîòèê êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ìîäåëè, â êîòîðîé íåò ÈÊ óñòîé÷è-

âîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè.
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ÂÛÍÎÑÈÌÛÅ ÍÀ ÇÀÙÈÒÓ ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎËÎÆÅÍÈß
ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

1. Íà ïðèìåðå ïðîñòîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ïðîèçâåäåí àíàëèç, ïîçâîëÿ-

þùèé âûáðàòü íàèáîëåå óäîáíûé òèï ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ àñèìïòîòèê âûñîêèõ ïîðÿäêîâ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé.

2. Ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî èíñòàíòîíîâ ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà ñ �çàìî-

ðîæåííûì� ïîëåì ñêîðîñòè è ÿâíî ïðåäúÿâëåí îäèí èç íèõ.

3. Îïðîâåðãíóòî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî òèï ñõî-

äèìîñòè ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì äèàãðàìì â âûñîêèõ ïîðÿäêàõ òåî-

ðèè âîçìóùåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî òèï ñõîäèìîñòè çàâèñèò îò âûáðàííîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ è ïîâåäåíèÿ êîððåëÿòîðà.

4. Âû÷èñëåíû àñèìïòîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ðàçëîæåíèé êîíñòàíò ðåíîð-

ìèðîâêè ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà.

5. Îïðåäåëåíà àñèìïòîòèêà ñèëüíîé ñâÿçè ìîäåëè Îáóõîâà-Êðåé÷íàíà ñ

�çàìîðîæåííûì� ïðîäîëüíûì ïîëåì ñêîðîñòè è âû÷èñëåí �èíâàðèàíò-

íûé� êîýôôèöèåíò äèôôóçèè.
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ A1 È
A2 ÊÎÐÐÅËßÒÎÐÀ ÑÊÎÐÎÑÒÈ Â ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎÌ

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

1

q2α
→ C̄(α)

1

x2(d/2−α)
, (4.11)

ãäå

C̄(α) =
πd/222(d/2−α)Γ(d/2− α)

(2π)dΓ(α)
,

ëåãêî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

qjqk
q2(α+1)

→ −2(α− d/2 + 1)C̄(α + 1)

x2(d/2−α)

[
δjk + 2(α− d/2)

xjxk
x2

]
(4.12)
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈÉ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

c(τ)∫
x1

dy∫ x2
x1
dzD(z − y)

= −ust(τ − t1)
ν

, c ≡ cst(τ). (4.13)

Ñíà÷àëà âû÷èñëèì èíòåãðàë â çíàìåíàòåëå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

(4.13) ñ ó÷åòîì ÿâíîãî âèäà êîððåëÿòîðà ñêîðîñòè (2.18) D(x) = D0

|x|2−ε

∫ x2

x1

dzD(z − y) = D0

x2∫
x1

dz

|z − y|2−ε
= D0

[ y∫
x1

dz

(y − z)2−ε +

x2∫
y

dz

(z − y)2−ε

]
=

=
D0

ε− 1

(x2 − y)1−ε + (y − x1)
1−ε

(y − x1)1−ε(x2 − y)1−ε

Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.13) ïðèíèìàåò âèä

ε− 1

D0

c(τ)∫
x1

dy
(y − x1)

1−ε(x2 − y)1−ε

(x2 − y)1−ε + (y − x1)1−ε .

Ñëåäóþùèå äâå çàìåíû ïåðåìåííûõ

y → y + x1,

y → vx,

ãäå x = x2 − x1, ñâîäÿò óðàâíåíèå (4.13) ê âèäó

ustD0

x2−ε(1− ε)ν
=

1

τ − t1

c−x1
x∫

0

dvf(v),

ãäå

f(v) =
v1−ε(1− v)1−ε

(1− v)1−ε + v1−ε .
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Åñëè c(t2) = x2, òî ïðè τ = t2 óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

ustD0

x2−ε(1− ε)ν
=

1

T

1∫
0

dvf(v),

ãäå T = t2 − t1.
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 3. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÃÀÓÑÑÎÂÎÃÎ
ÈÍÒÅÃÐÀËÀ ÏÎ ÑÊÎÐÎÑÒÈ V

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Iv =

∫
DV exp

(
− 1

2

∫
dx1dx2Vi(x2)Dij(x2 − x1)Vj(x1)+

+ig

∫
dxVi(x)Mi(x)

)
ãäå

Mi(x) =

∫
dτ1c

′
1i(τ1)δ(x− c1) +

∫
dτ2c

′
2i(τ2)δ(x− c2).

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà [62]

Iv = det
(D

2π

)−1/2

exp
(
− 1

2
g2

∫
dx1dx2Mi(x2)Dij(x2 − x1)Mj(x1)

)
,

èëè, â îáîçíà÷åíèÿõ, ââåäåííûõ â ãëàâå 3.2.

Iv = det
(D

2π

)−1/2

eSu,

ãäå

Su = −u
2

(
c′1i(τ1)Dij(c1(τ1)−c1(τ

′
1))c

′
1j(τ

′
1)+c

′
2i(τ2)Dij(c2(τ2)−c2(τ

′
2))c

′
2j(τ

′
2)+

+ 2c′1iDij(c1 − c2)c
′
2j

)
,

çäåñü íåîáõîäèìûå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíàì è ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòî-

ðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàþòñÿ.
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